ngineering 
Be a 


„u 
Pe .. y 


nn nn nn en un m nn nn nn mn m nn u 


pe mn nn nm ma en nn ati ne Tann nn nn mn en nn nn nn mn en une ner en no nn - nn nn nn nn m nn nn 


| ZEITSCHRIFT FÜR ANGEWANDTE | 


| MATHEMATIK UND MECHANIK 
INGENIEURWISSENSCHAFTLICHE FORSCHUNGSARBEITEN 


ensnnassntennnsennunenn TEEN 


NTE MITWIRKUNG VON K.BEYERVDI, G.HAMELVDI, L. PRANDTL VDI 
UND C. WEBER. En VON FR. A. WILLERS, DRESDEN 








Dem Andenken 


ERICH TREFFTZ 
zur 50. Wiederkehr seines Geburtstages 


gewidmet von 


R. Grammel/C. B. Biezeno ’ A. Busemann 

G. Hamel ‚, H. Hengst / Th. v. Kärmän 

K. Marguerre / R. v. Mises / L. Prandtl 
W. Tollmien / Fr. A. Willers 


Dazu zwei Arbeiten aus dem Nachlaß 


V:D-I-VERLAG @.M.B.H. BERLIN NW? 


Copyright 1938 by VDI-Verlag G. m. b. H., Berlin NW 7 








Februar Heft 1 Zeitschrift für angewandte Mathematik und Mechanik Band 18/1988 





Deutsch-englisch - französisches Inhaltsverzeichnis der in Band XVII, Heft 1 
der „ZAMM“ (1938) veröffentlichten Aufsätze und Kleinen Mitteilungen. 








Seite 

R. Grammel, Stuttgarts Das wissenschaftliche Werk von Erich Trefftz. — The 
scientific work of Erich Trefftz. — L’oeuvre scientifique d’Erich Trefftz. ... . . 1—11 

E. Trefftz }ı Berechnung der Zirkulation für die gerade tragende Linie. — A method 

for determining the circulation around a straight lifting line. — Calcul de la 
eirculation autour d’une ligne sustentatrice droite .. .. 2... EEE 12—20 


€. B. Biezeno, Delft: Das Durchschlagen eines schwach gekrümmten Stabes. — On the 
buckling of slightly curved rods. — Sur le flambage d’une tige lög&rement courbde 21-30 


A. Busemann, Braunschweig: Zur Gasdynamik des drehenden Schaufelsterns. — On 
the flow produced in a gas by a rotating system of vanes in star. — Sur le 
mouvement produit dans un gaz par la rotation d’un ensemble d’aubes en forme 
(31 TE Re RE Er RT En Cr IE Re EEE 81— 38 


G. Hamel, Berlin ı Über die Versickerung von Wasser aus Kanälen in tiefen Grund. — 
On the seeping of water from an open canal into deep soil. — Sur l’infiltration 
de l’eau d’un canal döcouvert dans un sol profond ... 2...» RER 839—43 


H. Hengst, Rheinhausenı Beitrag zur Beurteilung des Spannungszustandes einer 
gelochten Scheibe. — On the distribution of stress in a square plate pierced in 
its centre by a circular hole. — Calcul des efforts dans une plaque carree portant „ 
au contre un'trou-sireulalte 4... a in are ee 44—48 


Th. v. Kärmän, Pasadena s Eine praktische Anwendung der Analogie zwischen Über- 
schallströmung in Gasen und überkritischer Strömung in offenen Gerinnen. — A 
practical application of the analogy between suprasonie flow in gases and hy- 
percritical flow in open canals. — Une application pratique de l’analogie entre 
le r&gime supersönique dans un gaz et le mouvement & vitesse hypercritique dans 
un canal decouvert . . 2 2 2 2 2 2 ee nen er ee 49—56 


K. Marguerre, Berlin-Adiershofs Über die Behandlung von Stabilitätsproblemen 
mit Hilfe der energetischen Methode. — On the method of treating problems of 
stability by the consideration of the energy. — Sur la methode de traiter des 
problömes de stabilit6 par la consideration de Energie . ». » 2.2.2. 57—73 


R. vw. Mises, Istanbuls Das Verhalten der Hauptspannungen in der Umgebung einer 
Verzweigungsstelle. — Un the behaviour ofthe prineipal tensions in the neighbourhood 
of a branch point. — Sur le comportement des tensions principales aux environs 
d’un point de ramıification. . . ». » 2... TERN ER LEE .. 00... 74-76 


L. Prandti, Göttingen: Zur Berechnung der Grenzschichten. — On the calculation 
of boundary layers. — Sur le calcul des couches limites . . ». 2... 22.2.2... 77-82 


W. Tollmien, Dresden: Über die Fehlerabschätzung beim Adamsschen Verfahren zur 
Integration gewöhnlicher Differentialgleichungen. — On the estimation of errors 
in Adams’ method for integrating ordinary differential equations. — Sur l’&valuation 
des erreurs commises en int&grant une öquation difförentielle par leproc&d6 d’ Adams 83—90 





E. Trefftz $: Ableitung der Verzerrungskomponenten und der Gleichgewichtsbedingungen 
für Zylinder- und Polar-Koordinaten. — Calculation of strain components and 
conditions of equilibrium in cylindrical and spherical coordinates. — Calcul 
des deformations et des conditions d’&quilibre en coordonnees cylindriques et 
sphöriques . » » on. cm nee nenne a eh het, BER 009 91—92 
Fr. A. Willers, Dresdens Über die Anzahl der Eigenwerte, die man bei Anwendung 
des Ritzschen Verfahrens auf die Scherknickung quadratischer Platten erhält. — 
On the number of characteristic values obtained by Ritz’ method in the problem 
of buckling of square plates by shearing stress. — Sur le nombre des valeurs 
caractöristiques que fournit la methode de Ritz dans le problöme du flambage par 
cisaillement des plaques carrdes. . ».: . 2 2.. a RT ... 983-9 


en 








a u 











y s 


we 
R} 






ZEITSCHRIFT FÜR ANGEWANDTE 
MATHEMATIK UND MECHANIK 


INGENIEURWISSENSCHAFTLICHE FORSCHUNGSARBEITEN 








Band 18 Februar 1938 Heft 1 





Das wissenschaftliche Werk von Frich 'Trefftz. 


Von. R. Grammel in Stutteart. 


dahingerafft, fünfzig Jahre alt geworden. Mitten aus einer Periode besonders fruchtbaren 
Schaffens, das seinen Niederschlag noch während eines ganzen Jahres nach seinem Tod ın 
der Veröffentlichung mehrerer hinterlassener Arbeiten fand, ist er herausgerissen worden, und 
so war es ihm nicht beschieden, mehr als wohl nur eine knappe Hälfte seines Lebenswerkes 
zu vollenden. Diese Hälfte ist aber so bedeutend, daß es nicht bloß einen Akt pietätvollen 
Gedenkens darstellt, sie aus Anlaß seines fünfzigsten Geburtstags zu würdigen: sein wissen- 
sehaftliches Werk war maßgebend an der Entwicklung wichtiger Gebiete der angewandten 
Mathematik und Mechanik in den letzten zwei Jahrzelinten beteiligt, und so läßt die Dureh- 
sicht seiner schönen und bis ins letzte Wort klaren Arbeiten diese ganze Entwicklung noch 
einmal lebendig werden und zeigt zugleich einen höchst lehrreiehen (Querschnitt durch jene 
(rebiete. 

Man kann die Arbeiten von Trefftz ın folgende fünf Gruppen einteilen: I. Hydro- 
dynamik, II. Angewandte Mathematik, III. Sehwingungstheorie, IV. Elastizitätstheorie und 
V. Sonstiges. Die Reihenfolge dieser Gruppen entspricht, trotz mancher Überschneidungen, 
auch einigermaßen ihrer zeitlichen Folge und sicherlich seiner eigenen inneren Entwicklung, 
insofern als sein früheres Schaffen von 1913 bis etwa 1922 vorzugsweise hydrodynamische 
Arbeiten umfaßt, sein späteres bis zu seinem Tode hauptsächlich  elastizitätstheoretische 


N m 21. Februar 1935 wäre Erich Trefftz. hätte ıhn nicht eine tückısche Krankheit 


Probleme, wogegen die zweite und dritte Gruppe mehr die mittlere Periode seines Schaffens 
kennzeichnen. 


I. Hydrodynamik. Gleich mit seiner Straßburger Dissertation [1]') über die Kontraktion 
kreisförmiger Flüssigkeitsstrahlen beim Ausfluß aus einem Gefäß hat Trefftz eine wichtige 
und schwierige Aufgabe, die die klassische. Hydrodvnamik übriggelassen hatte, in Angriff 
genommen und auf folgende originelle und elegante Art gelöst. Die potentialtheoretische 
Formulierung des Problems läßt sich mit Hilfe des Greensehen Satzes auf eine Integral- 
gleichung zurückführen, welche durch Quadraturen lösbar wäre, wenn man die Form des Strahl- 
randes schon kennen würde. Mithin kommt man zu einem Verfahren sukzessiver Approximation, 
dessen Konvergenz zwar nicht bewiesen wird, aber numerisch ganz augenscheinlich ist, indenı 
man eine gut abgeschätzte Strahlform annimmt und aus der damit (bei einem freien Strahl) 
ohne weiteres bekannten Potentialverteilung 7, am Strahlrand auch das Potential am festen 
Gefäßrand (mittels der Integralgleichung) berechnet und hieraus dann rückwärts (wieder mittels 
der Integralgleichung) das zugehörige Potential 9, des Strahlrandes. Die Differenz 4, Ws 
ist ein Maß für den Fehler, der noch in der angenommenen Strahlform liegt. ‚Je nach dem 
Vorzeichen dieser Differenz muß man, wie eine einfache qualitative Betrachtung zeigt, den 
angenommenen Strahlrand nach der einen oder anderen Seite verschieben und erhält so nach 
vier Schritten ein Ergebnis für das Verhältnis Fz:F, (asymptotischer Strahlquersehnitt zu 
Oflfnungsquersehnitt), also für die sogenannte Kontraktionszahl, welehes mit einem theoretischen 
Fehler von wahrscheinlich nicht mehr als 3,5°/, behaftet ist und mit den Bazinschen Ver- 
suchen gut übereinstimmt. Die Konstruktion des Strömungsbildes mit Hilfe der infinitesimal- 
geometrischen Eigenschaften des Netzes der Potential- und Stromlinien bei rotatlonssvmme- 
trischen Strömungen beschließt diese (von ihm selbst später noch etwas umgeformte) Erstlings- 
arbeit, mit der sich Trefftz sofort als angewandter Mathematiker von bester Prägung aus- 
eewiesen hat. 

kin kleiner Beitrag [2] (von nur einer Druckseite) zu der damals neu aufblühenden 
Aerodynamik machte seinen Namen rasch bekannt: offenbar angeregt durch Blumenthals 


I!) Die eckig eingeklammerten Zahlen beziehen sieh auf das Sehriftenverzeiehnis am Sehluß. 
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Untersuchung über die Druckverteilung an Joukowskiprofilen?) (deren numerische Auswertung 
Trefftz und Toepfer durehführten) fand er die inzwischen in alle Lehrbücher übergegangene 
einfache Konstruktion der Joukowskiprofile mittels zweier Hilfskreise, aus denen sich auch 
sehr leicht die Geschwindiekeit am Profilrand ergibt. 

Da Joukowskiprofile hinsichtlich ihrer Verwendung als Tragflächenprofile den Nachteil 
haben, daß sie an der Hinterkante in eine Schneide auslaufen, so lag die Aufgabe nahe, 
konforme Abbildungen des Kreises zu suchen, welche Profile mit vorgeschriebenem, von Nuli 
verschiedenem Winkel 9 der Hinterkante erzeugen. In einer gemeinsamen Arbeit [6] lösen 
v. Kärmäan und Trefftz diese Aufgabe in der Weise, daß ein schon von Kutta°) skizzierter 
Gedankenegange auseeführt wird: man bildet das Äußere eines Vollkreises K auf das Äußere 
eines Kreiszweiecks konform ab, dessen Eekenwinkel gleich Ö ist, und sieht dieses Kreis- 
zweieck (anstatt des von Joukowski verwendeten Kreisbogens) als Skelett eines Profils an, 
das dann schließlich durch dieselbe konforme Abbildung aus einem Kreis A, entsteht, der 
den Kreis A in dem der Hinterkante entsprechenden Punkte berührt. Die zweifache Mannig- 
faltigkeit der Joukowskiprofile wird so zu einer dreifachen erweitert, wobei immer noch der 
erundlegende theoretische Vorteil der Joukowskiprofile erhalten bleibt, daß sich Auftrieb und 
Moment (Druckpunktlage) durch ganz einfache Formeln darstellen lassen. Die tatsächlich 
verwendeten Flügelprofile weichen nun allerdings von den mit dieser Methode erreichbaren 
häufige noch ein wenig ab. Man kann aber auch diesen kleinen Unterschied vollends berück- 
sichtigen, indem man einem gegebenen Profil zunächst ein Kreiszweieck von gleichem Kanten- 
winkel d in geeigneter Weise zuordnet. Die konforme Abbildung, die dieses Kreiszweieck 
rückwärts wieder in den Kreis überführt, transformiert das gegebene Profil in eine fast kreis- 
förmige Kurve, und deren Außengebiet läßt sich dann wenigstens genähert auf das Äußere 
eines wirklichen Kreises konform abbilden, womit die Aufgabe auch für beliebige Profile grund- 
sätzlich gelöst ist. Die genauere funktionentheoretische Begründung für den letzten Schritt, 
die Trefftz zu geben beabsichtigte, ist leider bis jetzt unterblieben. (Die an sich naheliegende 
Fortsetzung des Kärmän-Trefftzschen Gedankens zur Konstruktion von Profilen, die auch 
noch einen zweiten Nachteil der Joukowskiprofile, nämlich die starke Druckpunktwanderung 
bei veränderlichem Anstellwinkel, beseitigen, Ist merk würdigerweise erst nach 18 Jahren erfolgt®). 

Mit der Prandtlschen Tragflächen- und Propellertheorie hat sich Trefftz in vier 
Aufsätzen beschäftigt. Im ersten [9] gelingt es ihm, das Problem mathematisch in mancher 
Hinsicht dadurch zu vereinfachen, daß er die Berechnung des Auftriebs und des induzierten 
Widerstandes auf eine Randwertaufgabe der ebenen Potentialtheorie zurückführt. Dies ge- 
schieht im wesentlichen dadurch, daß man die Zirkulation /"und die induzierte Geschwindig- 
keit »» ausdrückt durch die Potentialfunktion, die die ebene Potentialströmung des Wirbel- 
bandes im Unendlichen hinter der Tragfläche beschreibt, und zwar ergibt sich /' als Sprung 
dieses Potentials beim Durchsetzen des Wirbelbandes von unten nach oben, und w als halbe 
negative Ableitung des Potentials an der Sprungstelle in der Normalenrichtung. Damit liefert 
dann die Prandtlsche Gleichung (zwischen /’und w) sofort eine gemischte Randwertaufgabe 
aus der Theorie des logarithmischen Potentials. Diese Potentialaufgabe kann beispielsweise 
für eine Tragfläche, die sich nur einseitig ins Unendliche erstreckt, verhältnismäßig bequem 
auch numerisch gelöst werden, und sie führt für beiderseits endlich lange Tragflächen sehr 
schnell auf die Munksehe Minimalbedingung für Tragflächen kleinsten induzierten Wider- 
standes und damit bei ebenen Wirbelbändern auf die elliptische Auftriebsverteilung. (Die 
potentialtheoretische Idee dieses Aufsatzes ist ebenfalls erst nach 15 Jahren weiter aus- 
geschöpft worden’). 

In zwei folgenden Aufsätzen [10] [14], die über den Stand des Problems vom Jahre 1921 
zusammenfassend berichten (und im wesentlichen übereinstimmen), wird die vorhin genannte 
Potentialaufgabe auch für die rechteckige Tragfläche mit unveränderlichem Anstellwinkel und 
unveränderlichem Profil gelöst und die zugehörige potentialtheoretische Herleitung der Betz- 
schen Minimalbedingung für Propeller mit geringstem Energieverlust gegeben. Außerdem 
findet sich dort eine bemerkenswerte Formel für den maximal möglichen induzierten Widerstand. 

Kin letzter, hinterlassener Aufsatz [36] nimmt die potentialtheoretische Formulierung 
der Tragflügeltheorie noch einmal vor und gibt zunächst eine geistreiche Anweisung zur 
experimentellen Lösung der gemischten Randwertaufgabe, wobei das Gebiet (die obere Halb- 
ebene) zuvor auf das Innere eines Kreises oder in mancher Hinsicht noch zweckmäßiger auf 
das Innere eines Halbkreises konform abgebildet wird. Eine Membran, die mit Fäden über 
Zäune von vorgeschriebener Höhe in vorgeschriebener Entfernung von den Grenzen des 

')O. Blumenthal: Z. Flugteehn. Motorluftsceh. 4 (1913), S. 125. 

3) W. Kutta: Sitzungsber. Bayer. Akad. Wiss., math.-phys. Kl. 1911, S. 69. 


1) A. Betz und F. Keune: Luftfahrtforseh. 13 (1936), S. 336. 
5) H. Schmidt: ZAMM 17 (197), S. 101. 
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Bereiches (Kreis bzw. Halbkreis) gespannt wird, löst die Aufgabe sehr anschaulich. In einem 
zweiten Teil wird für die Zirkulation eine Integralgleichung abgeleitet, die aber die sonst 
auftretende Singularität des Kernes umgeht. Nachdem die Ebene auf das Äußere des Einheits- 
kreises so abgebildet ist, daß der Wirbelbandschnitt in dessen Peripherie übergeht, führt die 
bekannte Randwertdarstellung des logarithmischen Potentials rasch auf die gesuchte inhomogene 
Integralgleichung mit leicht symmetrisierbarem, negativ definitem Kern. Der Zweck dieser 
Integralgleichung besteht nun darin, eine wirklich brauchbare Fehlerabschätzung für eine 
irgendwie (z. B. experimentell) gefundene Näherungslösung der Zirkulationsverteilung zu liefern. 
Dies gelingt in der Tat auf Grund eines für Integralgleichungen mit negativ definitem Kern 
gültigen Hilfssatzes, und die obere Schranke des Fehlers läßt sich so in lauter bekannten 
Funktionen ausdrücken. 

Ein weiteres schönes Beispiel einer Anwendung der Potentialtheorie bietet die zusammen 
mit L. Hopf durchgeführte Berechnung [11] der ebenen Grundwasserströmung in einem ab- 
fallenden Gelände über einer gleichmäßig geneigten undurchlässigen Schicht mit einem quer- 
gestellten Abfanggraben, welcher die Grundwasserschicht nur anschneidet, ohne bis zur undurch- 
lässigen Schicht zu dringen. Die Methode der konformen Abbildung liefert den ganzen Strömungs- 
verlauf und zeigt an einem praktischen Fall, wie sich der Grundwasserspiegel hierbei absenkt. 


Il. Angewandte Mathematik. Trefftz’ mathematische Untersuchungen sind alle entweder 
von praktischen Problemen angeregt oder auf technische Anwendungen ausgerichtet. Kin 
schönes Problem der Mathematik ohne solche Ausrichtung konnte ihn wohl erfreuen, aber 
nie zur Bearbeitung reizen; und auch in der Mathematik ließ er, ebenso wie in allen seinen 
anderen Abhandlungen, nur explizit ausführbare Lösungen gelten, Man fühlt überall, wie 
ihm stets die zahlenmäßige Auswertbarkeit vorschwebt, und darum wirken auch seine rein 
mathematischen Gedankengänge nirgends abstrakt. 

Eine erste frühe Arbeit [4] zeigt, wie man den Anwendungsbereich des praktisch viel 
benützten Picardschen Verfahrens der sukzessiven Approximation bei der Lösung gewöhn- 
licher Differentialgleichungen (oder auch bei Systemen von solchen) unter Umständen erheblich 
erweitern kann, indem man als unabhängige Veränderliche die Bogenlänge der Integralkurve 
einführt. Zwar muß dann zur Sicherung der Konvergenz des Verfahrens die zugehörige 
Lipschitzbedingung verschärft werden, aber man braucht sie nur noch für die unmittelbare 
Umgebung der Integralkurve zu stellen und nieht mehr für ein von vornherein vorgeschriebenes 
endliches Gebiet um den Anfangspunkt. Wer das Pıicardsche Verfahren wirklieh schon 
angewandt hat, weiß, wie lästig diese letztgenannte Konvergenzbedingung sein kann: die 
Trefftzsche Bedingung paßt sich dem Sinn der Differentialgleichung viel besser an und mag 
wohl weiter führen. Es wäre erwünscht, dies an Beispielen zu zeigen. (Eine Anwendung 
gab Trefftz selbst später; vgl. [5] unter IV.) 

Die nach meiner Ansicht geistreichste mathematische Arbeit [7] von Trefftz betrifft 
ein Problem, das sowohl in der Hydrodynamik wie in der Elastizitätstheorie eine Rolle spielt, 
nämlich die Potentialgleichung Ay=0 oder die Bipotentialgleichung AAy=0 für „fast“ 
kreisförmige Gebiete mit vorgeschriebenen Randwerten aufzulösen. Er gibt zwei Lösungs- 
verfahren, von denen das eine, obwohl nicht notwendig konvergent, für fast kreisförmige 
Gebiete praktisch stets hervorragend gut brauchbar ist, wogegen das zweite zwar praktisch 
etwas umständlicher, aber sicher konvergent und nieht nur auf fast kreisförmige, sondern auf 
sehr allgemein gestaltete Gebiete anwendbar ist. Der Leitgedanke besteht beim ersten Ver- 
fahren darin, daß man dem fast kreisförmigen Gebiet mit dem Rand R (s) einen umschließenden 
Kreis X (ft) (der ohne Einschränkung der Einheitskreis sein darf) zufügt, welchem die Rand- 
werte g(s) des Potentials 9 auf R(s) dureh Verschieben längs der Radien zugeordnet werden. 
Ist 27 N (#@,y;t) am Kreispunkt f die Normalableitung der bekannten Greenschen Funktion 
für den Kreis A (ft), so ist nach einer Fundamentalformel der Potentialtheorie im Falle Ay = 0 
die erste Näherung 9, (, y) des Potentials im Innenpunkt «, y gegeben durch das Kreisintegral 
9, y) EIN (a, y;d) gb) dt, und somit ist der Fehler der ersten Näherung auf dem Rand Rs) 
einfach f,($)=4y(s) - IN (s;t)g(d dt. Für die nötige Korrektion hätte man also lediglich 
die gleiche Randwertaufgabe mit den Randwerten f, (s) auf R (s) zu lösen; statt dessen schiebt 
man diese Randwerte wieder auf den Kreis A (ft) und nimmt somit als erste Korrektion 
k,(@,y)=|N (a,y:t) f,(ddt. In gleicher Weise erhält man den zweiten Fehler f, (s) = f} (5) 
-(N(s;:Hf,(ddt und daraus die zweite Korrektion k,(w,y)=/|N (a,y;df,(HdAt und so 
sukzessiv weiter, bis der Fehler unter seinen zulässigen Wert gesunken sein mag. Dieses 
erste, nicht immer konvergente Verfahren kann zu einem konvergenten zweiten Verfahren 
umgewandelt werden, indem man von dem unsymmetrischen Kern X (s, ft) zu einem symme- 
trischen K (s, f) übergeht. Dies gelingt mit einer „Zwischenfunktion® k (= | N (t,;t) gt) dt, 
(wo das Integral über die Randkurve KR (t,) erstreckt ist), dienun an Stelle von g (t) als Rand- 
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wert auf A (f) genommen wird. Damit kommt die erste Näherung 9, (#, ) = | N (a, y;Hd)hltydt 
und ihr Fehler f, (s) = 4 (s)— | N (s:h(t)dt. Die erste Korrektion wird ebenfalls nieht aus 
f, (s) gebildet, sondern aus der Zwischenfunktion k,(D= [N (Lt; f, (t,) dt, nach der Vorschrift 
(ir, y) N(a,y;h)h, (HM) dt IK (ar, hf, (t) At mit dem (symmetrischen) Kern K (x, y; t) 

\@r,yiır) N (fiır)dr und entsprechend weiter. Die n»-te Korrektion wird so k, (x, y) 

K(ir,st)f„(h) dt und läßt sieh besonders einfach für solche Gebiete explizit auswerten, 
die vom Kreismittelpunkt aus gesehen konvex sind: man erhält hier in Polarkoordinaten 
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ahrstrahl des Punktes 9 = ft auf der Randkurve R bedeutet. Soviel mir bekannt, 

refftzsche Verfahren (das auch auf drei Dimensionen, ferner auf alle Gebiete 

mit bekannter Greenscher Funktion, auf andere Differentialgleichungen vom elliptischen Typ 

und endlich auf Bipotentialprobleme übertragen werden kann) praktisch noch bei weitem 

nieht in seinem vollen Umfang ausgeschöpft und für die Anwendungen nutzbar gemacht worden. 
Kin weiteres Problem, mit dem sieh Trefftz viel beschäftigt und tief auseinandergesetzt 

hat. ist das foleende. Wenn man Randwert- oder Eigenwertaufgaben mit den direkten Methoden 

der Variationsreehnunge behandelt, etwa mit dem Ritzschen oder Galerkinschen Verfahren 


wo o den F 


ıst dieses 


oder mit dem noch allgemeineren Ravleighschen), so stößt man von selbst auf die Schwierig- 
keit, die darin besteht, daß diese Verfahren immer nur eine obere Schranke für den Minimal- 
wert des zugehörigen Variationsproblems liefern (beispielsweise für die potentielle Energie 
bei Randwertproblemen der Klastizitätstheorie oder für die Eigenfrequenzen bei schwingungs- 
fähigen Systemen). In einer ersten Arbeit [21] (vgl. auch [25]) behebt Trefftz diese Schwierig- 
keit wenigstens für die Randwertprobleme dadurch, daß er das Minimalproblem in ein Maximal- 
problem transformiert"), was in der Weise geschieht, daß man bei einer etwas abgeänderten 
Minimalforderung anstatt der Rıtzschen Näherungsfunktionen, die die Randbedingungen, 
aber nieht «die Differentialgleiehungen befriedigen, solche Näherungsfunktionen wählt, die den 
Differentialgleichungen, aber nieht den Randbedingungen genügen [21], oder (was auf dasselbe 
hinauskommt) das Minmmalproblem mit geeigneten gemilderten Randbedingungen löst [25]. 
Dieses Trefftzsche Verfahren ist eine Verallgemeinerung der klassischen Reihenentwieklungen 
nach Partikularlösungen, und seine Konvergenz ist viel einfacher nachzuweisen als beim 
kitzschen und Galerkinschen Verfahren. Daß das Trefftzsche Verfahren untere 
Schranken liefert, folgt aus einem bekannten Theorem der Variationsrechnung, wonach der 
\Minimalwert eines Vartationsproblems sinkt, wenn man die Randbedingungen mildert. In 
manchen Fällen (z. B. wenn sieh das frarliche Variabelnzebiet aus einfach zu behandelnden 
Gebieten zusammensetzt) Ist es, wie Trefftz gezeigt hat, sogar zweckmäßig, das Variations- 
problem noch weiter zu mildern, indem man im Innern des Gebietes auf die geforderte Stetig- 
keit oder Differentiierbarkeit teilweise verzichtet. An Beispielen über die Berechnung von 
Torsionssteiligkeiten ergibt sieh, daß man hinreichend enge Schranken für den genauen Wert 
erhält, wenn man das Trefftzsche Verfahren mit dem Ritzschen oder Galerkinschen 
verbindet '). 

Auf Eigenwertprobleme läßt sieh das Tre fftz sche Verfahren (im Gegensatz zum Ritzschen 
und Galerkinsehen) ı. a. nicht übertragen, da die Partikularlösungen hier die unbekannten 
Kigenwerte selbst enthalten. (Eine Ausnahme bildet das Eigenwertproblem AAu+/Au=V0, 
welchen Fall Trefftz selbst später mit seinem Verfahren erledigt hat; vgl. [32] unter IV.) 
Nun ist aber gerade bei Eigenwertproblemen die Sachlage insofern günstiger, als man zu den 
oberen Schranken, die etwa das Ritzsche, Galerkinsche oder Rayleighsche Verfahren 
liefern, ohne weiteres aueh untere Schranken finden kann, indem man die zugehörige Integral- 


eleichung heranzieht und die Beziehung [| A’(s,Ddsdt= 2 1//,” benützt. Wie man hier- 
aus eine untere Sehranke für den tiefsten Eigenwert 4, finden kann, ıst längst bekannt: 
12° II A’ks,Ndsd#. Trefftz verallgemeinert in einer kurzen, aber inhaltsreichen Arbeit [28] 
diese Abschätzungsformel und erhält als untere Schranke für den “-ten Eigenwert: 
1/4? K’(is.Ddsdt - 211,’ -+VL}, wo die ZL,? obere Schranken für die /,? sind und die 
Summe mindestens bis zum “ten Gliede gehen muß. Die Rechnung kann allerdings nur 


dann wirklich durehgeführt werden, wenn man den Kern K(s, f) angeben kann (— für symme- 

trısche, positiv definite und stetige Kerne liefert der Mercersche Satz, was weniger bekannt 

zu sein scheint, zufolge | Kis,s)ds= 21), zwar nicht so scharfe, aber dafür einfacher 

berechenbare untere Schranken — ). Kennt man den Kern jedoch nicht, so kann man untere 

Schranken häufig dadureh gewinnen, daß man nach einer Idee von Courant das Gebiet des 
6), Vgl. auch K. Friedriehs: Naechr. Ges. Wiss, Göttingen 1929, S. 12. 


Kinen mit diesem Verfahren eng verwandten Gedanken hat neuerdings H. Hengst [ZAMM 18 (1958), S. 44] 
in seiner noch auf Tre fftz' Anregung zurückgehenden Dissertation benutzt. 
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Schwingers vergrößert, beispielsweise bei einer elliptischen Membran das umbeschriebene 
Rechteck betrachtet. Hat man hier untere Schranken I, und I, für die beiden tiefsten Eigen- 
werte gefunden, und kennt man außerdem für den tiefsten KEigenwert.eine obere Schranke 
I, < l,, so kann man (die Abschätzung 1, =4,=- L, noch wesentlich verschärfen, wie Trefftz 
in der gleichen Arbeit [25] zeigt, woraus dann fast von selbst auch eine Abschätzung des 
Fehlers der auf irgendeine Weise gewonnenen Näherung für die erste Eigenfunktion folet. 


Während es beim Rıtzschen Verfahren verhältnismäßıze einfach ıst, zu zeieen, daß eın 
[Zi 
\' 
| 

die mit wachsendem »n gegen den Minimalwert des zugehörigen Variationsproblems kon 


Ritzscher Ansatz im eindimensionalen Fall also »,, C» Y,„() eine obere Schranke liefert, 


vergiert, so steht doch keineswegs fest, daß damit auch die Funktionen „y,„ gegen die 
Minimalfunktion y konvergieren müssen. Mit dieser Frage beschäftigt sich Trefftz in 
einer Arbeit [25], in weleher sieh außerdem noch einmal eine Darlegung seines eigenen 
Gegenstücks zum Ritzschen Verfahren (siehe [21]) findet. Der Konvergenzbeweis (der 
dann später in noch anschaulicherer Form auch in das Referat [24] aufgenommen worden 
ist) beruht darauf, daß man versucht, die Funktionswerte 9%, durch die Minimalwerte 
von sogenannten Nebenproblemen auszudrücken. Damit ist die Frage nach der Konvergenz 
der Funktionen y,„ auf die einfachere Frage nach der Konvergenz der Minimalwerte 
eines Nebenproblems zurückgeführt, und es ergibt sich so, daß die Funktionen y,„ sieherlieh 
dann gegen die Minimalfunktion y konvergieren, wenn die zugehörige Greensche Funktion 
in ihrem singeulären Punkt endlich bleibt (und im übrigen stetig ıst). 


Il. Schwingungstheorie. In die früheste Zeit von Trefftz wissenschaftlichem Schaffen 
führt ein Vortrag zurück, den Th. v. Karman ım Jahre 1914 vor der Wissenschaftlichen 
(Gesellschaft für Luftfahrt über die Längsstabilität und die Längsschwinzungen von Fluezeugen 
hielt. Zu diesem Thema leistete damals sein Schüler Trefftz einen sehr nützlichen Beitrag [3], 
indem er eine übersichtliche Diskussion der maßgebenden Frequenzgleichung entwickelte. Sie 
lautet: p f{2)+ qyg(z)+h(z2)=0, wo p und g zwei Parameter sind, die das Dämpfungsmoment 
und das Stabilisierungsmoment des Flugzeugs kennzeichnen, und z die komplexe Veränder- 
liche, deren Realteil über die dynamische Stabilität entscheidet. Trefftz deutet die Gleichung 
in einem Koordinatensystem (p, ) als Hüllkurve und gewinnt so einen einfachen Überblick 
über ihre Wurzeln. Auch eine geschickte Näherungsmethode zur zahlenmäßigen Auflösung 
dieser Gleichung (vierten Grades) ist hinzugefügt. 

Unmittelbar von der Praxis angeregt ıst eine mit elementaren Mitteln durchgzeführte 
Näherungsreehnung [12] über die Schwingungen des sogenannten Schachtlotes, also eines 
Fadenpendels mit Berücksichtigung des Faden(Draht-)gewiehts. Ausgehend von der Lösung 
des fadengewichtslosen Punktpendels findet man leicht die Näherung erster Ordnung für die 
(‚rundsehwingeung des wirklichen Schachtlotes und kann auch sofort anzeben, welcher Anteil 
der Energie auf diese Grundsehwingung, und welcher auf die Oberschwingungeen im «zanzen 
entfällt. 

In drei tiefgehenden kurzen Noten (die man aueh unter H. einreihen könnte) klärt Trefftz 
einige grundsätzliche Fragen der Schwingungstheorie. In der ersten [16] zeigt er, daß man, 
wenn man Schwingungsprobleme mit der Methode der Integralgleichungen behandelt, an Stelle 
der üblichen Voraussetzung der zwei- (bzw. vier-) maligen Differentiterbarkeit der zu ent- 
wiekelnden Funktionen die viel natürlichere Voraussetzung der quadratischen Integrierbarkeit 
des ersten (bzw. zweiten) Differentialquotienten treten lassen kann. Diese zweite Art der Voraus- 
setzung besagt nämlich einfach, daß die potentielle Energie der Anfangslage endlich sein muß. 

Die zweite Note [20] gibt eine mathematische Erklärung für die Erfahrungstatsache, daß 
auch bei schwingenden Systemen mit nichtlinearen Dämpfungs- und Rückstellkräften periodische 
Erregungen periodische Bewegungszustände erzeugen, und tut dar, daß die Reibung hierbei 
einen wesentlichen Anteil hat. 

Die dritte [19] dieser Noten ist die praktisch wichtigste und zeigt, wie man auch bei 
nichtlinearen Schwineungesvoreängen ein zahlenmäßig berechenbares Kriterium für die Stabilität 
oder Instabilität (Resonanz) gewinnen kann. Man muß sich lediglich, etwa näherungsweise, 
zwei Partikularlösungen der zugehörigen (linearen) Störungsgleichung im Periodenintervall 
verschaffen und vier aus ihnen gebildete bestimmte Integrale auswerten und kann dann die 
Instabilitätsbedingung unmittelbar anschreiben. 

Seitdem sehr raschlaufende Brennkraftmaschinen gebaut werden, ist die Dynamik ihrer 
Torsionsschwinzungen ein vielbehandeltes Problem geworden. Soweit es statthaft sein mar, 
eine solche Maschine dynamisch abzubilden auf eine mit konstanten Drehmassen besetzte 
glatte Welle, kann das Problem als zelöst angesehen werden. Von den manniefachen Ver- 
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feinerungen, die an dieser „klassischen* Formulierung der Aufgabe angebracht werden müssen, 
hat Trefftz (teilweise im Anschluß an die zuletzt genannte Note [19] und wohl ohne Kennt- 
nis zweier früherer englischer Aufsätze*) ın einer eigenen Arbeit [26] und in zwei unter seiner 
leitung entstandenen Dissertationen’) die Frage nach dem Einfluß der Veränderlichkeit der 
auf die Kurbelzapfen reduzierten Getriebemassen erörtert. Mathematisch handelt es sich um 
ein System von Differentialgleichungen mit periodisch veränderlichen Koeffizienten, also um 
ein auch bei den sogenannten Schüttelschwingungen'’) auftretendes Problem, und es ergibt 
sich dabei eine Aufspaltung (und unter Umständen eine Verschiebung) der „klassischen“ 
kritischen Drehzahlen. Bei Einzylindermaschinen kann die Berechnung der Resonanzbereiche 
auf die Auflösung von zwei unendlichen Normaldeterminanten zurückgeführt werden '"), 
Mehrzylindermaschinen kann man sie In erster Näherung wenigstens durch eine Theorie 
zweiter Ordnung erhalten, die inzwischen ebenfalls vollständig’ entwickelt worden ist'?). 


bei 


IV. Elastizitätstheorie. Der weitaus umfangreichste Teil von Tre fftz’ wissenscehaftlichen 
Schaffen gehört der Elastizitätstheorie an. Dieser Teil beginnt mit einer Sonderaufgabe aus 
der Knicktheorie des geraden Stabes [5], insbesondere im Hinbliek auf die Festigkeit von 
KFlugzeugholmen. Anknüpfend an seine Untersuchung [4] über die Konvergenz des Picard- 
schen Verfahrens (vgl. unter 11.) benützt er die Bogenlänge als unabhängige Veränderliche 
und kann so durch ein bis zum zweiten Schritt durchgerechnetes Verfahren der sukzessiven 
Approximation das Verhalten des Stabes nach Überschreitung der Knicklast in ähnlicher 
Weise klären, wie dies ja auch bei strenger Integration der technischen Biegegleichung 
FE T/o == M (im einfachsten Fall mit elliptischen Integralen) geschieht. (Daß diese Lösung nur 
eine Scheinlösung ist, konnte man damals noch nieht wissen; der riehtigen Erkenntnis hat 
besonders Trefftz selbst später vgl. [27] und [29] wesentlich vorgearbeitet, und es ist 
tragisch, daß er die inzwischen gefundene wirkliche Lösung'*) nicht mehr erleben durfte.) 


In voller Allgemeinheit, aber mit bewußter Beschränkung auf kleine Auslenkungen 9, 
nimmt Trefftz das Knickproblem des geraden Stabes bald noch einmal auf [17]: der Stab 
kann jetzt beliebig belastet und nahezu beliebig gelagert sein, insbesondere mag er eine 
stetire Längsbelastung tragen. Diese Aufgabe läßt sich als Integralgleiehung für „’ mit 
unsvmmetrischem Kern ansetzen. Um nachzuweisen, daß alle Eigenwerte, also alle Knick- 
lasten, reell sind, wird zunächst gezeigt, daß die gemischte Ableitung 0° K(s,H/ösöt der 
Kintlußfunktion Ads,f) jedes Balkens stets vom positiven Typus ıst und eine Integral- 
darstellunz von der Form | Hir,s) H(r,ddr zuläßt. Daraus folgt dann vollends rasch, daß 
die Eigenwerte /, zu einer Integralgleichung mit symmetrischem Kern für die Biegemomente 
vehören, womit die Realität der /, bewiesen ist. Die Lösung der Integralgleichung für ,’ 
kann im Falle von @Querbelastung (inhomogene Integralgleichung) nach einem Verfahren 
sukzessiver Approximation erfolgen, welches genau dem Lösungsverfahren durch die Neu- 
mannsche Reihe entspricht, im Falle reiner Kniekbeanspruchung (homogene Integralgleichung) 
nach dem Vianelloschen Verfahren. In beiden Fällen ist die Realität der Eigenwerte 
wesentlich für die Konvergenz. (Diese Untersuchung ist neuerdings weitergeführt worden '*).) 


Kin zweites elastomechanisches Problem, mit dem sich Trefftz sehr eindringlich 
beschäftigt hat, betrifft die Torsion von Stäben mit polygonalem Querschnitt. De Saint- 
Venant hat gezeigt, daß man die Torsionsaufgabe für prismatische Stäbe auf die Randwert- 
aufgabe zurückführen kann, eine analytische Funktion w=gp+tiy von z=r-+iy zu be- 


stimmen, deren Imaginärteil y auf dem Rand des Querscehnitts die Werte 3 (@’-+ y?) an- 
nimmt. Setzt man dw/dz=p-+ig, so sind die Torsionsspannungen 7..= (4 @(p—- y) und 
r„-  Goda@ -g), wo G der Schubmodul und & die Torsion der Längeneinheit des Stabes ist. 


Trefftz formuliert diese Aufgabe für polygonale Querschnitte besonders einfach und elegant [S] 
(vgl. auch das Referat [23]), indem er die zweite Ableitung von w einführt: Fw/dz=s-+it. 
In diesen Größen lautet die Randbedingung s sin2y,+fcos27,=1, wo s und f die Rand- 
werte sind und z, der Winkel der »-ten Polygonseite mit der »-Achse ist, und das bedeutet 
in einen (s, #-Svstem Geradenstücke vom Nullpunktabstand 1, welehe mit der s-Achse den 
Winkel — 2, bilden. Sind a, die Eckenwinkel des gegebenen Polygons, so besitzt das 
(s, N-Polvgon, das übrigens dem Einheitskreis umschrieben ist, die Winkel 5, = (2m, +NDa- 2a, 


s 6. R. Goldsbroneh: Proe. Roy. Soe. London 109 (1925), S. 99 u. 113, (1927), DS. 229, 
», F. Kluge: Ing.-Arch. 2 (19531), S. 119. T. E. Sehnunek: Ing.-Arch. 2 (1931), S. 501. 
10) E. Meißner: Schweiz. Bauz. 72 (1918), S. 9». 

11) R. Grammel: ZAMM 15 (195), S. 47. 

1?) R. Grammel: Ing.-Arch. 6 (1935), S. 59. 

13) K. Marguerre: ZAMM IS (19838), S. 57. 

14) 0. Blumenthal: ZAMM 17 (1957), S. 232. 
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wo die m, ganze Zahlen sind. Die Aufgabe besteht jetzt also im wesentlichen nur noch 
darin, diese beiden Polygone aufeinander konform so abzubilden, daß die Eeken den Eeken 
entsprechen. Dies ist allgemein möglich, wenn man (was offenbar freisteht) in der (s, f)-Ebene 
noch geeignete Verzweigungspunkte hinzunimmt. Bei der Ausführung benützt man eine 
Hilfsebene = &-+in und bildet sowohl die (#, y)- wie die (s, P-Ebene mit den Schwarz- 
Christoffelschen Formeln auf die obere (£,n)Halbebene ab, wobei die Formel für die 
zweite Abbildung im Zähler noch eine ganze rationale Funktion enthält, deren Nullstellen die 
Verzweigungspunkte liefern. Trefftz hat die ganze Rechnung auch zahlenmäßig bis zur 
Bestimmung der Randspannungen und der Niveaulinien der Spannungsfunktion für ein Winkel- 
eisen, dessen Schenkel ins Unendliche reichen, durchgeführt; auf einige andere Quersehnitte 
ist das Trefftzsche Verfahren später von €, Sehmieden') angewendet worden. 


Wo solehe Stäbe einspringende licken haben, treten beı der 'Toorsion theoretisch unend- 
lich große Spannungen auf. Man vermeidet solche unzulässigen Spannungswerte dadurch, daß 
man die Ecken abrundet. Mit dieser Frage beschäftigt sich Trefftz [15] im engen Anschluß 
an das Voranzehende, und zwar entwickelt er eine Näherungslösung, bei welcher er sich dureh 
das hydrodynamische Analogon der Torsion leiten läßt: wie man dort die Strömung in einen 
wirbelbehafteten Teil mit der Geschwindigkeit Null ın der Eeke und in eine Potential- 
strömung, die das Unendlichwerden der Geschwindigkeit an der Eeke ausdrückt, zerlegen 
kann, so kann man dies auch für die Spannungen tun und findet somit den Grad des Unend- 
lichwerdens der Spannung oder auch die Abhängigkeit der Eekspannungen vom Abrundungs- 
halbmesser o der Ecke in erster Näherung, indem man die abgerundete Keke auf die Halb- 
ebene abbildet, sich also die anderen Begrenzungen in unendliche Entfernung gerückt denkt. 
Das Krgebnis ist für schwache Abrundungen 7.0 "" Auf starke Abrundungen sind 
diese Überlegungen in einer von Trefftz angeregten Dissertation") auseedehnt worden, 


Auf den gleichen Leitgedanken ist eine dritte Arbeit [15] aufgebaut, die nun vollends 
auch noch untersucht, wie die Fließgrenze aussieht, welche in einspringenden scharfen Eeken 
notwendigerweise auftreten muß. Anschaulich findet man die Lösung, indem man das 
Prandtlsche Seifenhautgleichnis entsprechend erweitert: der konstant angenommenen Fließ- 
spannung wird ein über dem Stabquersehnitt zu errichtendes Dach von konstanter Neigung 
zugeordnet; wo die aufgeblasene Seifenhaut sich an das Dach anlegt und das muß in ein- 
springenden Ecken von Anfang an der Fall sein —, ist plastisches Gebiet. Die Übersetzung 
dieses Gedankens in die Sprache der Potentialtheorie führt (wenn man die Spannung genau 
wie vorhin in einen „Wirbel*teil und in einen Potentialteil zerlegt und wieder nur den zweiten 
berücksichtigt) auf eine Randwertaufgabe mit unbekannter Randform (Plastizitätsgerenze), aber 
bekannten Randwerten, ähnlich wie bei Potentialströmungen mit freier Oberfläche. Die 
Lösung dieser Randwertaufgabe gelingt Trefftz sehr einfach, und damit ist die Plastizitäts- 
erenze gefunden. — In der gleichen Arbeit wird dann auch noch mit ähnlichen Überleeungen 
die kreisförmige Bohrung bei reinem Schub behandelt und die etwaige Plastizitätserenze 
ermittelt. | 


Gleiehsam sein ganzes elastizitätstheoretisches Glaubensbekenntnis hat Trefftz nieder- 
velegt in zwei großen, fast lehrbuchartigen Darstellungen der Gesamttheorie in der Neu- 
bearbeitung- des Riemann-Weber [23] und im Handbuch der Physik [24]. Es wird nicht 
leicht sein, diese beiden Darstellungen an Klarheit, Übersiehtlichkeit und mathematischer 
Tiefe wieder zu erreichen oder gar zu übertreffen, und ich glaube, daß sie sehr lange die 
maßgebende Form bleiben werden, unter der man sich die Klastomechanık vorstellt. Beide 
zeigen eine vollkommene Beherrschung sowohl des Stoffes wie des mathematischen Apparates 
und ergänzen sich in gewissem Sinne. Das erste Referat [23] behandelt die Grundlagen ver- 
hältnismäßig kurz und stellt hauptsächlieh die wichtigsten lösbaren Einzelprobleme heraus; 
in der Elastokinetik zeigt es insbesondere die Verbindung einerseits mit der Integral- 
eleichungstheorie, andererseits mit der Varlationsrechnung auf. Das zweite Referat geht sehr 
tief in die Grundlagen der Elastızitätstbeorie. Nachdem der Spannungs- und der Verzerrungs- 
tensor und ihr linearer Hookescher Zusammenhang geschildert sind, werden die Energie- 
formeln und die Minimalprinzipe formuliert und die Eindeutigkeitsbeweise vorgeführt. Es 
folgen Anwendungen der Minimalprinzipe auf krummlinige Koordinaten und auf die Begründung 
der sogenannten technischen Festigkeitslehre, die sich hier unter gemeinsamem Gesichtspunkt 
aus den Minimalprinzipen mit entsprechend vereinfachten Ausdrücken für die Formänderungs- 
arbeit ergibt. Dann werden im Anschluß an Boussinesq die wichtigsten Partikülarlösungen 
der elastischen Grundgleichungen besprochen, einerseits hervorragend aus dem Leitgedanken, 


15) ., Schmieden: ZAMM 10 (1930), 8. 251. 
16) ©. Dassen: ZAMM 3 (1923), S. 258. 
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daß sich alle Lösungen der Gleichungen AJdwu=0 usw. als lineare Kombinationen von 
Potentialfunktionen g und y [pp + xy, g + (#=° + y?)yr usw.] darstellen lassen (Einzelkraft im 
Vollraum und im Halbraum, Gleichgewicht der Kugel), andererseits ausgehend von den 
Differentialgleichungen für die Spannungen (die Probleme der Spannungsfunktionen). In der 
Kinetik erweist sich der Fall der Einzelkraft im Vollraum als von grundlegender Bedeutung, 
weil sich mit seiner Hilfe die Bewegungsprobleme auf den einfacheren Fall fehlender Massen- 
kräfte zurückführen lassen. Die allgemeine Integrationstheorie der Elastostatik knüpft an die 
Reziprozitätssätze von Betti und speziell von Maxwell an, sowie an die Formeln von 
Somigeliana, womit der Anschluß an die in der Potentialtheorie geläufigen Gedankengänge 
eefunden ist. Mit den Existenzbeweisen für die Lösungen bei gegebenen Oberflächenver- 
sehiebungen,. mit dem Ritzschen Verfahren samt dem Trefftzschen Konvergenzbeweis (vel. 
oben [25]) und mit einem Ausblick auf mögliche Erweiterungen der klassischen Elastizitäts- 
theorie (wovon sogleich noch die Rede sein wird) beschließt Trefftz dieses enzyklopädische 
Referat, in welehem man wohl die reifste Frucht vom Baum seiner wissenschaftlichen Er- 
kenntnis sehen darf. 


Kine solehe Erweiterung der klassischen Elastizitätstheorie ıst unausweichlich, sobald 
man an das Problem der Stabilität des elastischen Gleichgewichts herantritt. Die Erfahrung 
zeigt an jedem kniekenden oder kippenden System, daß das elastische Gleichgewicht bei 
stetiger Steigerung der äußeren Belastung Verzweigungsstellen besitzt. Der (dieser Erfahrungs- 
tatsache bloß scheinbar widersprechende) Kirchhoffsche Eindeutigkeitssatz für die Lösung 
der Grundgleichungen der Elastizitätstheorie besagt da diese Grundgleichungen nur für 
unendlich kleine Gestaltsänderungen und also auch für unendlich kleine Spannungen ab- 
releitet sind -—, daß im Grenzfall verschwindender Spannungen und Dehnungen noch kein 
Verzweigungspunkt des elastischen Gleichgewichts vorhanden sein kann. Mithin können die 
gewöhnlichen Grundgleichungen der „unendlich kleinen“ Verzerrungen überhaupt nichts über 
die wirklichen Verzweizungen und die dort etwa auftretende Labilität des elastischen Gleich- 
eewiehts aussagen: man muß vielmehr die Grundeleichungen zuvor auf endliche Verzerrungs- 
erößen erweitern. (Daß die übliche Berecehnune solcher Verzweigungspunkte aus den Grund- 
gleichungen der „teehnischen* Festigkeitslehre dieser Feststellung nicht widerspricht, brauche 
ich hier nieht weiter auseinanderzusetzen.) Und zwar muß man offenbar die Erweiterung so 
vornehmen, daß man außer dem spannungsfreien Zustand einen (auf seine Stabilität zu unter- 
suchenden) „Ausgangszustand* mit endlichen Gestaltsänderungen betrachtet. Es gibt zwei 
Möglichkeiten, dies mathematisch zu formulieren. Man kann entweder die Grundgleichungen 
selbst auf den Ausgangszustand endlicher Verzerrung erweitern, d. h. Differentialgleichungen 
herstellen, welche diesen Zustand mit einem „unendlich benachbarten“ Zustand verknüpfen, 
und dann untersuchen, ob es einen solchen benachbarten Gleichgewichtszustand bei gleicher 
Belastung gibt. Dieser Weg ist zuerst beschritten worden'‘”), Man kann aber auch eine 
energetische Formulierung wählen und also die potentielle Energie des Ausgangszustandes 
endlicher Verzerrung aufsuchen. Dann hat man nur zu untersuchen, wann diese Energie auf- 
hört, ein wahres Minimum zu sein. Diesen Weg, der mancherlei Vorteile hat, wählt Trefftz 
in zwei Arbeiten [27] [29] mit gleichen Zielriehtungen. Beide Arbeiten unterscheiden sich 
im wesentlichen nur dadurch, «daß das eine Mal [29] von vornherein angenommen wird, daß 
das Hookesche Spannungs-Dehnungsgesetz für den Übergang vom „Ausganeszustand* zu 
seinen Nachbarzuständen gilt, während das andere Mal [27] die Frage des experimentell 
eiltigen Spannungs-Dehnungsgesetzes bei der Formulierung des Varlationsproblems noch offen- 
velassen wird. In der ersten Arbeit [27] ist das Verfahren insbesondere an dem Beispiel des 
beiderseits eingespannten, gekniekten Balkens gezeigt, in der zweiten [29] an der Kippung des 
einseitig eingespannten Balkens. In einer noch auf Trefftz Anregung und unter seiner 
Anleitung entstandenen, nach seinem Tode von Marguerre veröffentlichten Untersuchung 
135] sind diese Gedanken auf den seitlich geführten, in der Längsriehtung über die Knickgrenze 
belasteten Plattenstreifen und das hier auftretende Problem der sogenannten mittragenden 
Breite angewendet. 


Wie sich Trefftz auch sonst gerne vom sicheren Seil der Variationsrechnung leiten 
läßt, so tut er dies in einer Untersuehung der Grundlagen der Schalentheorie [30]. Die 
übliche Herleitunge 4er Grundeleiehungen hinterläßt immer ein Gefühl der Unsicherheit, weil 
dabei anschauliche geometrische Betrachtungen von fragwürdiger Exaktheit nötig sind. 
Trefftz zeigt, wie man diese Schwierigkeit umgehen kann, wenn man die Schalengleichungen 
variationstheoretisch aus dem Castiglianoschen Minimalprinzip erzeugt. Man erhält sie 
so aus einem Variationsproblem, bei dem fünf von den sechs Gleichgewichtsbedingungen als 


17), BR. V.Southwell: Phil. Trans. Roy. Soe. 213 (1913), S. 187 U. B. Biezeno u. H. Heneky: Proe. 
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Nebenbedingeungen (mit den Verschiebungen und Drehungen als Lagrangeschen Faktoren) 
auftreten. Diese Herleitung hat auch noch den Vorteil, daß es nicht viel ausmacht, ob man 
dabei die Glieder mit h/R; (h= Schalendieke, R; = Krümmungshalbmesser der Mittelfläche) 
vernachlässigt oder beibehält. 


Mit energetischen Betrachtungen bestätigt Trefftz [31] auch die bekannten Formeln 
für den Schubmittelpunkt eines Balkens, d.h. für denjenigen Querschnittspunkt, in welchem 
die Kraft angreifen muß, wenn sie nur eine Biegung, aber keine Torsion hervorbringen soll. 


Gleichfalls als Variationsaufgabe behandelt er das Kniekproblem der eingespannten, am 
Rand gleichmäßig gedrückten, quadratischen Platte [32] (ohne Kenntnis einer vorangehenden 
Arbeit von A. Weinstein'*), die dasselbe Problem im wesentlichen auf gleiche Weise er- 
lediet). Eine obere Schranke für die Knieklast ist bekannt (Rıtzsches Verfahren), eine untere 
kann man nach einem Satz von Courant dadurch gewinnen, daß man die Einspannbedingungen 
mildert, etwa indem man diese in eine Fourierreihe entwickelt und nur den ersten n Gliedern 
dieser Entwicklung die Einspannbedingung auferlegt (Trefftz wählt die Fälle n=1 und 
» 2). Transformiert man die Knickgleichung II +4 Amw--0 auf ein Variationsproblem, 
so ergibt sich, daß man das Integral 7 | (Im) dx dy zu einem Minimum machen muß mit 
der Nebenbedingung J (we + w,)dedy=1. Dieses Variationsproblem läßt sich nun 
verade mit dem genannten „abgebrochenen“ Fourieransatz für die Randbedingungen streng 
lösen. Da außerdem der Wert des Minimums von M—7.J , wie leieht einzusehen, Null ist, so 
erhält man in = M, ;, eine untere Schranke für den gesuchten Eigenwert 2, also für die 
Knicklast. Zusammen mit der genannten oberen Schranke kann man so die Knieklast in ein 
Intervall von nur 4°/oo Breite seines Mittelwerts einschließen. 


Für die gleiche Platte (mit einfach gelagertem Rand) wird dann ähnlich auch noch die 
kritische Last der Schubkniekung untersucht [34]. jedoch mit dem Unterschied, daß die untere 
Schranke nun nicht nach dem Courantschen Satz, sondern anhand einer eigenen, früher 
entwickelten Abschätzungsformel (vgl. [25] unter I.) gefunden wird. Das Variationsproblem 
verlangt hier, das Minimum des Ausdrucks [(|(J we)’ +4 we, w,|dedy zu suchen. Ein Ritz- 
scher Ansatz würde in üblicher Weise eine obere Schranke L, für den tiefsten Eigenwert 4, 
liefern. Um auch eine untere Schranke zu bekommen, hat man also nach der oben erwähnten 
Formel 

| m , m 
II\K(e,ydsdi— 2 UL =2 1 — 2 1L, 
| s 


1/A,° 


zu bilden. Beide Summen (und zugleich eine wesentlich verbesserte obere Schranke L,) er- 
hält man, wenn man einen »”wliedrigen (statt eines nur eingliedrigen) Ritzschen Ansatzes 
benützt. Dieser führt für die 7,” auf eine »-reihige Determinantengleichung |p;; — 9; (1/1) 0 
| = ö ud . 
mit O;% „fürs , aus der man erstens 2 1/1, =lım = pi; als berechenbare unendliche 
Reihe gewinnt. zweitens aber dureh direkte Auflösung bei hinreichend eroßem » eine hin- 
reichend große Zahl von oberen Schranken 7, für die Eigenwerte /,. Die außerordentlich 
mühsame Rechnung, die Trefftz zusammen mit Willers für acht Werte 1, ausgewertet 
hat, gibt schließlich eine untere und eine obere Schranke der kritischen Schubspannung. Da 
die Eigenwerte recht nahe beieinander liegen, so bleibt im Endergebnis, immerhin noch eine 
Unsicherheit von rund 17°/o; aber es ist damit doch erstmalig überhaupt eine brauchbare 
"ehlerabschätzung für die kritische Last gefunden. 


Wir nehmen von Trefftz elastizitätstheoretischen Arbeiten Abschied mit einer kurzen 
Note [37], in weleher er die bekannten Ausdrücke für die Verzerrungskomponenten sowie die 
Gleichgewichtsbedingungen in Zylinder- und Polarkoordinaten auf höchst einfache Weise ab- 
leitet, indem er den Vektor S=ut,+rt,+mt, (wo t; drei Einheitsvektceren in Riehtung 
wachsender Koordinaten sind) nach den zugehörigen Linienelementen differentiiert und den 
so entstehenden Tensor symmetrisiert: so erscheinen die sechs Verzerrungsgrößen. Die Gleich- 
gewichtsbedingungen folgen durch eine gleiche Differentiation aus drei analog zu B gebildeten 
Spannungsvektoren. 


V. Sonstiges. Endlich gibt es von Trefftz noch einige Arbeiten, die fast wie Fremd- 
körper in seinem Schaffen wirken würden, wenn wir nicht aus der Unterhaltung mit ihm 
wüßten, wie weit er den Kreis seiner Interessen abgesteckt hatte. Viele scheinbar abseits 
liegende Probleme der Wissenschaft hat er vorgenommen (manchmal ohne an eine Ver- 


18) A. Weinstein: Ü.R. Acad. Sci. Paris (1935), S. 107. 
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öffentlichung seiner Lösung zu denken; die Probleme mußten nur die eine Bedingung erfüllen, 
mathematisch reizvoll zu sein. 


Mit einer Fragestellung der allgemeinen Relativitätstheorie beschäftiet er sich in einer 
Arbeit [13], die die Schwarzschildsche Untersuchung über das Gravitationsfeld eines 
Massenpunktes auf dasjenige zweier Massenpunkte erweitert, was offenbar der einfachste 
mögliche Fall der Gravitationstheorie ist, wenn man sich von der (noch in dem Schwarz- 
schildsechen Fall steckenden, der Relativitätstheorie aber fremden) Annahme befreit. daß 
die Euklidische Maßbestimmung in unendlicher Entfernung von einem einzigen Massen- 
punkt gewissermaßen die Wirkung der „weit entfernten“ Fixsterne sei. Bei zwei Massen- 
punkten kann der Raum schon endlieh sein; und alle fremdartigen Randbedingungen im 
„Unendliehen* fallen weg, wenn man die Feldgleichungen integriert. Trefftz führt diese 


Rechnung für die zweite Form (R;r R 9; ®) der Einsteinschen Gleichungen dureh. 


) 

Als Hilfsaufgabe für eine Untersuchung von A. Pütter über die Wirkung chemischer 
Reiz- und Giftstoffe löst Trefftz [22] das Problem der eindimensionalen Diffusion im Raum 
zwischen zwei unendlichen parallelen ebenen Wänden, durch welche von außen ein Stoff 4A 
eindringt, der im Innern teils weiter diffundiert, teils in einen andern Stoff R chemisch verwandelt 
wird. Man erhält für die Konzentrationen von A und R Randwertprobleme, die nahezu 
identisch sind mit klassischen Wärmeleitproblemen und sich dementsprechend lösen lassen. 


Einen schönen Einblick ın Trefftz Lehrtätigkeit läßt schließlich sein noch kurz vor 
seinem Tode erschienener Leitfaden der Graphostatik [33] tun. Dieses Büchlein zeigt die 
eroße Klarheit und EKindringlichkeit, die seine Schüler an seinem Unterricht bewunderten. 
Fernab von allen seinen sonstigen Arbeiten, bietet es doch an einer Stelle eine sehr feine 
Probe echt Trefftzschen Seharfsinns: den kurzen, schlagenden Existenzbeweis für die rezi- 
proken Kräftepläne. 


Wenn wir endlich noch außer seiner aufopfernden Tätigkeit als Schriftleiter «dieser 
Zeitschrift (von Januar 1934 bis zu seinem Tode) — der vielen Buchbesprechungen gedenken, 
auf welche er namentlich in den letzten Jahren erstaunlich viel Fleiß verwendet hat, und 
ferner der Redaktionsarbeit für die Abschnitte über angewandte Mathematik im Mathematischen 
Wörterbuch, der er besonders 1935 viel Zeit widmete, so haben wir wohl sein ganzes wissen- 
schaftliches Werk beisammen, soweit er selbst es für die Öffentlichkeit seiner Fachgenossen 
bestimmt hatte. Die unermeßliche Fülle der Gedanken und Pläne, die hinter dem Werk 
standen, kennen nur die, denen das Glück seiner persönlichen Freundschaft und seines Um- 
canes zuteil geworden Ist. 


Dreierlei kennzeichnet dieses reiche Werk: ein hoher Mut, der fast immer gerade die 
schwierigsten Probleme angreift und bewältigt: eine sichere Meisterschaft in der Handhabung 
des mathematischen Rüstzeuges, das zur Lösung der Aufgabe erforderlich ist; ein strenger 
Maßstab für die Selbstkritik, die bei ihm nur das gelten läßt, wogegen es keinen Einwand 
mehr gibt (er hat in seinen Arbeiten nie etwas Wesentliches zurücknehmen oder verbessern 
müssen). Dazu kommt der große Umfang dieses Werkes, eroß nicht nur im Hinblick auf 
die kurze Zeitspanne, die ihm dafür vergönnt war, sondern auch groß insofern, als es in beı- 
nahe alle wichtigen Gebiete der angewandten Mathematik und der technischen Mechanik tief 
eindringt und überall, wo es eindringt, Bahn bricht. Daß ein unerbittliches Geschick das 
wissenschaftliche Schaffen von Erich Trefftz in seinen besten Mannesjahren, mitten in 
seiner höchsten Reife, abgeschnitten hat und ihn sein Werk nur halb vollenden ließ, ist nicht 
bloß für ihn selbst tragisch und für seine Freunde schmerzlich: es ist für unsere Wissen- 
schaft ein ganz großer Verlust, der erst in langer Zeit völlig ausgeglichen werden kann. 75% 
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Berechnung der Zirkulation für die gerade, tragende Linie. 
Von E. Trefftz r'). 


1. Einleitung. Die Grundlage für die Berechnung von Auftrieb und induziertem Wider- 
stand ist für eine gerade, tragende Linie die Prandtl|sche Gleichung 


ı" 


SER EERERTEEN 


Hier bedeutet in üblicher Weise /"(.) die Zirkulation um den Flügel, V die Anblasegeschwindig- 
keit, fir) eine Größe, die nahezu gleich der Flügeltiefe ıst, @«(&) den Anstellwinkel von der 
lage aus gerechnet, wo der Auftrieb Null ist, und »w die vom Wirbelband herrührende Ab- 
wärtsgeschwindiekeit an der tragenden Linie. Nimmt man an, daß die Wirbelfäden im Falle 
schwacher Belastung geradlinig in Richtung der Grundströmung V nach rückwärts ablaufen, 
so ist m durch die Zirkulationsverteilung /'(.r) bestimmt, so daß Gl. (1) bei gegebenem Et (.) 
und ade) eine Gleichung für /"(#) darstellt. Ist die tragende Linie gerade und steht sie 
senkreeht zur Grundströmung, so kann man die Bestimmung von /'(#) auf eine potential- 
theoretische Aufgabe zurückführen. Betrachtet man nämlich das Potential P (x, y) der Quer- 
strömung in den Ebenen senkrecht zur Grundströmung weit hinter der tragenden Linie, so 
ist am Schnitt des Wirbelbandes mit dieser Ebene 
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P, und ®, sind dabei die Werte, die das Potential an der oberen und unteren Seite des 
Wirbelbandes annımmt. Da das Band eben ist, ist ® eine ungerade Funktion von Yy, so daß 


ye- 
D, D, = (x a DT Lie a2 3 Te BE Fe 
ist. Man kann sieh also auf die obere Halbebene beschränken und die Potentialfunktion 
| | | 2 \ h db 
suchen, die längs der N-Achse außerhalb des Wirbelbandes, d. h. für #«<+5 und#>-+75 
, a u h | l u. 

verschwindet und am Wirbelband, d.h. für = #=+7 der Gleichung 
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eenüet. Führen wir am Wirbelbandsehnitt die äußere Normale an die obere Halbebene ein 
un! machen die Gl. (5) dimensionslos. Indem wir 


P®=nbVy; / ht. a a a  ° 


setzen, so erhalten wir die Randbedineune (5) in der Form 
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!) Diese Arbeit beabsichtigte Trefftz in dem im vorigen Jahre erschienenen DVL-Jubiläunisheft der Zeitschrift 
u veröffentlichen. Das Manuskript fand sieh unvollendet in seinem Nachlaß: es bricht mit Gi. (50) ab und ist im wesent 
lichen unverändert bis dahin hier abgedruckt. Trefftz hat wiederholt mit mir über die in der Arbeit behandelten 
Fragen gesproehen, und ieh habe versneht, der Arbeit einen Abschluß zu geben, wie er ihn nach meiner Erinnerung 


etwa geplant hatte. Willers. 
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Betrachten wir die untere Halbebene. so ist am Rande, d. h. längs der »-Achse für 
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oder wenn wir unter r eine Funktion verstehen, die am unteren Rande des Schnittes den 
Wert r,, „ annimmt, PD nach (6) durch 9 ersetzen und mit » die äußeren Normale der 
J 
unteren Halbebene bezeichnen. 
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Die Ermittelunz von !'—=®P, - P, ist damit auf eine gemischte Randwertaufgabe der ebenen 
Potentialtheorie zurückgeführt, die man entweder für die obere Halbebene allein, oder für 
die eanze, vom Wirbelband eeschlitzte Ebene formulieren kann. Die Lösung kann in numerisech 
eeeebenen Fällen in verschiedener Weise durchgeführt werden. Für einige Sonderfälle, z. B. 
für den Tragflügel von elliptischem Umriß sind strenge Lösungen bekannt. Im allgemeinen 
Falle hat man die Lösung durch Reihenentwicklung in der einen oder anderen Form approxı- 
miert. Das Unbefriedigende an diesen Verfahren ist, daß die Approximation an allen Unstetig- 
keitsstellen, z. B. an den Sprungstellen des Anstellwinkels schlecht wird, und daß man 
kein Verfahren kennt, den Fehler abzuschätzen?). Hiervon bin ich bei den folgenden Über- 
leeungen ausgegangen. lch gebe zunächst ein Verfahren an, um die Zirkulationsverteilung 
experimentell zu bestimmen, womit die Möglichkeit gegeben ıst, eine Näherungslösung zu 
eewinnen. Daran schließen sich Betrachtungen, die die mathematischen Grundlagen für eine 
Fehlerschätzung enthalten. 


2. Experimentelle Lösung der potentialtheoretischen Randwertaufgabe. Wır betrachten 
die Halbebene y >0®, an deren Rand (= x-Achse) die gesuchte Potentialfunktion y die Rand- 
bedingung (7) 
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erfüllen soll. Die letzte Gleichung schreiben wir mit den Abkürzungen 
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Diese Randwertaufgabe läßt sich experimentell lösen. Es ist bekannt, daß man die 
eewöhnliche Randwertaufgabe der Potentialtheorie, wo am Rand eines Gebietes G die Werte 
von g selbst vorgeschrieben sind, folgendermaßen mechanisch lösen kann: Man spannt in der 
x, Ebene über dem Gebiete G@ eine Membran aus und errichtet am Rande von @G einen 
„Zaun“, dessen Höhe über der x, „-Ebene den gegebenen Randwerten gleich (bzw. proportional) 
ist. Liegt dann die gleichmäßig gespannte Membran am Rande von G auf dem Zaun auf, 
so ist die gesuchte Funktion 9 gleieh (bzw. proportional) der Erhebung der Membran über 
der »,9y-Ebene. Eine ähnliche Methode läßt sich anwenden, um die gemischte Randwert- 
aufgabe zu lösen. Wir spannen die Membran, indem ‚wir an den Randpunkten Fäden an- 
bringen (strenge genommen unendlich viele), die in der Riehtung der Normalen eine überall 
gleiche Kraft von T kg pro em ausüben. Wir lassen nun nicht die Membran am Rande von G 

2, Frl. Dr. I. Lotz, die dankenswerterweise das Manuskript dieser Arbeit durehgesehen hat, macht daranf 
aufmerksam, daß demnächst in der Luftfahrtforsehung eine Arbeit von H. Multhopp erscheinen wird, in der zur 
jehandlung der Unstetigkeitsstellen des Anstellwinkels, denen ja bei stetiger Zirkulationsverteilung und stetiger Tiefe 
gleiche Unstetigkeitsstellen des induzierten Winkels entsprechen, Zirkulationsverteilungen mit unstetiger Verteilung 
des induzierten Anstellwinkels auf Vorrat durchgereehnet werden. Bei einer vorliegenden Aufgabe kann man dann 
die unbekannte Zirkulationsverteilung in zwei Teile spalten unter Verwendung des einen vorliegenden Teiles. Sobald 


man dureh diese Spaltung den Einfluß der Unstetigkeitsstellen abgetrennt hat, sind natürlich für die Restaufgabe 
Reihenansätze usw. durchaus bequem. W. 
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auf dem Zaun aufliegen, sondern wir errichten einen Zaun von der Höhe A in der Entfernung | 
auf der äußeren Normalen zum Rande und führen die Fäden über diesen Zaun. Dann genügt 
die Erhebung g der Membran über die «#, y-Ebene der Gleichung Ag =0 und erfüllt (siehe 
Abb. 3) am Rande die Bedingung 








je 1? 
! y1ı In (12), 
7T”7r 1Y 
Hand > 
Membran \e = | R N i " oz he: = 
v ı + Zaun 
|d yon  |y rer Ux) 
TE 2 7 7 >40 ’ 
Abb. >. Abb. 4, 


d. h. sie löst eine Randwerteaufgabe von dem uns interessierenden Typus. Zur Berechnung 
der Zirkulation der geraden, tragenden Linie müßte man also eigentlich die ganze obere 
b 


Halbebene mit einer Membran überspannen. Für |! > 5 Ist =0 vorgeschrieben, d. h. man 


müßte außerhalb des Wirbelbandschnittes die Membran längs der #-Achse festhalten. 
h 
Für "w),, längs des Wirbelbandschnittes, müßte man nach Gl. (11) in der Entfernung [(«) 


in der Riehtung der Normalen (d. h. des negativen y) einen Zaun der Höhe h errichten und 
die die Membran nach unten spannenden Fäden über diesen Zaun legen. Die Erhebung der 
Membran gibt dann die Größe von p an jeder Stelle, insbesondere längs des Wirbelband- 
schnittes, wo 2 abVy list. 


Um der Unbequemlichkeit zu entgehen, daß das in Frage kommende Gebiet sich ins 
Unendliche erstreckt, kann man die Halbebene y>0 auf einen Kreis vom Radius a um den 
Nullpunkt einer & »7-Ebene konform abbilden, was nach Einführung der komplexen Zahlen 


2=c +iy; u ae 


dureh die Gleichung 
mc IE a 


geschieht. Durch diese Abbildung geht die Halbebene y>0 in das Innere des Kreises in 
der &-Ebene über, das Unendliche 7 in den Punkt ©=ia, der Schnitt ZL, M, R des Wirbel- 
bandes in den unteren Halbkreis |{]=a, die x-Achse außerhalb des Wirbelschnittes in den 
oberen, wie es die Bezeichnungen dureh gleiche Buchstaben in der Abb. 5 erkennen läßt. 














47) 
u 
kY U ren 
| . : 
| \ 
FRE: ZERBeR: \ 
| or a —> 
M | ; r x 
/ r Pe 
Zar 3 » 
Im 
Abb. 2, 
Zwischen der Normalableitung | „am Wirbelbandsehnitt in der .x, „-Ebene und der Normal- 
( 


\ 
h Ö ee ' " 
ableitung — am Bildkreis der &, 7-Ebene besteht die Beziehung 
(oO 


OÖ Q Q Q d£ 


on do dz 


Ve, ° 
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Nun Ist 
ıdz dA I) | ’ 
S = - r (1b). 
dL (C ta) 
also 
dc C—ta 18 
(18). 
dz ab 
Setzt man ın der Z-Ebene (Abb. 5) 
E osin W: 7 0Cos TUR A .:-- IM. 
so wird am Rande des Bildkreises 
. . ı) 
% va|=2qacos- 
also 
7, 
dE la COS” 2 
EEE a | 
(dz I 
| u 
COS’ 
07 ( y > 
. "SE u EEE Le vo 
Ö 7 ( ) l 
und die am Wiırbelbandschnitt vorgeschriebene Randbedinzung (7) 
ıb0« 
a 2 Fe 2 
\ 2 on] 
wird für den entsprechenden Halbkreis 4, M, R in der Ö-Ebene 
ı) 0 ‘ 
2opo=ra 2nrtracos’— CEBEIFRP en SDR RN Ge 
200 
Setzt man hier wieder 
ra „ud 
= h, ara’ ——t . a 
so hat die Randbedineune wieder die Form 
04 _ 
pl \ ee a 
(oO 


welche der Näherungslösung mit der Membran zugänglich ist. 








Rn 
SH 
um! 


Abh. 6%. 


Ks sei hier noch die konforme Abbildung erwähnt, welche die Halbebene y>0 in einen 
Halbkreis der Ö-Ebene überführt, wie Abb. 6 zeigt; denn es ist für die Anwendung bequem, 
wenn das Bild Z, M, R des Wirbelbandes, längs dessen -die Erhebung der Membran gemessen 
wird, geradlinig ist. Die Abbildungsfunktion ist: 


abc \ 
ynz N a ae ae er ei ee 
re | 
man bestätigt die Formel sofort. Ist Z reell, so ist auch z reell; die Punkte © + a gehen 
a 2 
in die Punkte 2 + — über, d. h. der Wirbelschnitt wird in den horizontalen Durchmesser 


des Kreises mit dem Radius a um den Nullpunkt der £-Ebene abgebildet. Für den oberen 
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| I | = 
Halbkreis wird CS =aeiW), 2, ) d. h. er entspricht der «-Achse außerhalb des Wirbel- 
a4 Cost 
schnittes. Differentiation ergibt: 
dz abta? ” on 
. wg (4). 
d_ (a® + 7) ° 
Nr Ar 
am Wirbelsechnitt in der z-Ebene und der Normal- 


| 


| 


Zwischen der Normalableitung \ "| : 
eh 04 
N A 
ableitung \ | , | in den entsprechenden Punkten des Durehmessers Z, M, R der Z-Ebene 
(0) V 0) 9 
1 
besteht dıe Beziehung 
or Op dc Op (a? £y 
- 2 2 | ae 
(ı () y d: (vd ba‘ er 
Damit wird die Randbedineune (7) 
\ 2 2212 
) r za opla re I) 
0 Ad 3 \ - Zur, 
za ov ıWU e ‚I 
Um auf die Form 
. 
It =] 
{ m / 
ri y‚ 
zu kommen, setzt man 
ı r(a? —+ &*)° Ta ” 
Aue. A (30). 


wenn r nieht mindestens so Null wird. wie beim elliptischen Flügel, 
Da andererseits die 


Für S>a wırd l>ox, 
was bei dem Membrangleichnis eine praktische Schwierigkeit bedeutet. 
a)am Ende der tragenden Linie in der Ö-Ebene auseinandergezogen 


l 
Punkte |: + >: [> 
d- yaEz | Rp = er ns 
> x), was die Genauigkeit erhöht, kann man die Schwierigkeit in Kauf nehmen. 
in der Entfernung ! senkrecht unter dem horizon- 


werden | 
l: 
In «diesem Falle wäre also der Zaun 
talen Durchmesser 7, M, R anzubringen. Seine Höhe ist stets „. Aufdiese Weise kann man 


Näherungeswerte für die Zirkulation /(.) erhalten. 
Integralgleichung für die Zirkulation. Vom Standpunkt der praktischen Rechnung ist 
man irgendwie 


eewonnen hat. Um das 


die Konvereenz eines Rechenverfahrens nachzuweisen: wichtieer ist es, 
dureh 
für die Ver- 


3. 

es häufige nicht nötıe, 

die Genauiekeit eines Näherungeswertes beurteilen zu können, den 

Näherungsrechnung, experimentell oder auch nur gefühlsmäßig 
in bekannter Weise 


Zirkulationsbereehnune zu erreichen, will ıch 
eine Inteeraleleiehune ableiten, welehe die bei den gewöhnlichen 


teilune der Zirkulation /' 
Inteero-Differentialeleiehunzen auftretende Sıngeularität des Kernes vermeidet. 
Wir bilden zunächst die ., „Ebene derart auf das Außere des Einheitskreises einer 


&,,-Ebene ab, daß der Wirbelbandsehnitt in den Rand des Einheitskreises übergeht. Das 


für die 


eesetzt wird dureh die Funktion 


eeschieht bekanntermaßen, wenn Sing 
l | 
i£ı „5 A 
Daraus folgt 
d: h | 
I1— (32). 
Ad. | E. 
Am Rande des Einheitskreises wird = e'’, also 
I, ) dz I ö .)+) 
COS ı}: ] „ 1a‘ sn ı . ° ”. . z (9.3). 
_ ( & —_ 
und (S) auf die Koordinaten &,n um und führen zu 


Wir rechnen die Randbedingungen (7) 
diesem Zweck in der &, 1-Ebene Polarkoortdinaten o, „ eın. 
- OCOS H: 7 o sin ı) 


- 
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Die obere und untere Kante des Wirbelbandschnittes entsprechen dem oberen und 
unteren Halbkreis in der Z-Ebene, hier ist 


049 opıds 0p 2 % 
oben: pe (>), 
On 0o dz Oo bsın d) 
. 0P__dpjdlj_, dp 2 u; 
unten: = (36). 
or], 0o .dz Vo bsiın d 
Führt man wie oben die Funktion r so ein, daß 
f Er 
oben: T i unten: T (4) 
h I 


wird, so schreiben sich die Randbedingungen für den oberen und unteren Rand in der gleichen 
Form 
. 8 
ZT VÖ ( 
zy—i a r ö (9). 
\ sınddo] 
Von hier kommt man zu einer Integralgleichung für die Randwerte von 9, indem man 
von der kandwertdarstellung für den Wert 9 in einem beliebigen Punkte P 


| 


PAR; 


'"_o0lnR ) } s 
\y E- ds 5 12° nRds .. et at ER 


( Pi 


ausgeht und den Punkt P dann in den Rand rücken läßt. Hier bedeuten: 


p den Wert von g in einem Randpunkt, 


hy 


‚, die Ableitung nach der äußeren Normalen, 
Or 


RR? die Entfernung vom Punkte P zu einem Randpunkt, 


ds das Längenelement des Randes. 


Die Integrale der rechten Seite sind über den Rand zu erstrecken. in unserem Falle 
also über den Einheitskreis der Z-Ebene, wobei zu beachten ist. daß v» die äußere Normale 
E 2 \ j 0 Q 2 
an das betrachtete Außeneebiet des Einheitskreises ıst. so daß z - wird. Das Unend- 
0m 4% (oO 


liche trägt zu den Randintegralen nichts bei, weil 9 im Unendlichen wie —, verschwindet. 
Ä - 


Läßt man den Punkt P in einen Randpunkt P’* des Einheitskreises rücken, so bedarf das 





"_olnR e— 
erste Integral \7 3 ds einer besonderen Betrachtung. Legen wir von P aus die Tangenten 
| pe 
Pa und PA an den Einheitskreis, so ist, wenn P sich P* nähert (Abb. 7) auf dem großen 
Bogen 
Is 
Q In R # 
—— ds ei te re f 
Or . / 
/ 
und auf dem kleinen Bogen / AP 
Q In R 
r ds=+trd4®. . . . 2 2 2 2 2 er 200 + AR), 
Or» 
wo d© der Winkel ist, unter dem das Element ds von P aus yr 
gesehen wird. Rückt jetzt P sehr nahe an P*, so rücken auch 
die Punkte a und 5 immer näher an P* und der Winkel a PP 
geht gegen x. Der von dem kleinen Bogen aß herrührende 17337 
Anteil wird, da die Randwerte stetig sind Abb. 7. 
#ı p(P*) | o(P* 
— 1. 2 / * 
„.\749> a, \d0> Eee | 


104 a 


_ 
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Der über den eroßen Boren zu nehmende Anteil des Integerales verschwindet in der Grenze. 
denn wenn P nach P* rückt, wird 


| 
1) = u) 
(Peripheriewinkel gleich dem halben Zentriwinkel), @« und 5 rücken beliebig nahe an P* heran, 
also wird das Integral 


2 
BEaa=zdrdd.....2 2.2222. 


d.h. gleich dem halben Mittelwert von y auf dem Rande; dieser ist aber gleich Null, weil 4 
auf dem oberen und unteren Halbkreis entgegengesetzt gleiche Werte hat. Es bleibt also 
nur übrig 

I i_-oln$ | 


lım ( ds o{P”) A (45) 
En / Q ‚ 31 i 


— 


Setzen wir das in die Randwertdarstellung (39) ein, so erhalten wir 


I | £[0« 
(PT) PB Inkas. a A 


JT 0 [#) 


Ist 5 der den Punkt P* charakterisierende Winkel, 9 der Winkel für einen beliebigen 
anderen Punkt, so Ist 


1 ı) oO RB 
R=2sın = (tr), 
ds=dd. ... Een red rin Ne For 
Aus der Randbedineunge (385) erhalten wir ferner 
AR7 sın ) 27 sın d 19). 
\ U u Be ur a ar Re EZ Pu 
( 0 JT 5 


setzen wir alles in (46) ein, erhalten wir die gesuchte Integralgleichung: 


L( 5 o En 2 [ . I1®—-ol\sın 9 .z 
(60) a \ In|2sın 5 sin akd\dB + „. \In(2sin 5 (81 9 (da (50)°), 
() u 


In dieser Gleichung ist das erste Glied der rechten Seite, in dem nur bekannte Funk- 
tionen vorkommen, nur von o abhängie. In dem zweiten Gliede kommt die gesuchte Funktion 
y(9) mit einem unsymmetrischen Kern vor. Um diesen zu symmetrisieren, multipliziert man 


sın 6 


beide Seiten der Gleichung mit | ee und führt dann die folgenden Abkürzungen ein: 
Tıo 2 
sin o n 
(0) a0) | : : ’ F ’ i ; ’ . : . (ol), 
! r(o) 
| sın ol ß ı) Ö N R 
[(o) ‚| \In[2sin n sin Bad)dd ., .: 2: 2» BB, 
IT r(0), Ye 
0 
“ .) | Er ie 
= ınlosi ) — 0 sın J- sin o 9) 
\ lo, Tr) a (2 sın | r (2). 
a“ | - t(ı)-T(o) 


3) S. Anm. |. 

4) Ebenfalls eine Umformunge der PrandtlIsehen Integro-Differentialgleichung in eine reine Integralgleichung 
eibt Gebelein im Ingenienrarehiv VII (1936), S. 299 bis 325 unter Benutzung einer von Betz gegebenen Darstellung 
der Zirkulation als Funktion des Abwindes. Der Kern dieser Gleichung (s. die G]. (27) bzw. (28) der Gebeleinschen 
\rbeit) stimmt wesentlieh mit den hier (51) bzw. (53) gegebenen überein, wie man erkennt, wenn man beachtet, daß 
ebelein von b bis 7, Trefftz von d bis 27 integriert. 
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Damit hat man einen symmetrischen Kern gewonnen und man hat nun weiter «ie Gleichung 
(6) f (0) t ii K(o,4)y(d)d r . ’ l ; (4) 


zu betrachten, die für 4==1 der Gl. (50) entspricht. 


4. Fehlerabschätzung der Näherungswerte. Zunächst zeigen wir, daß der Kern der Gl. (54) 
neeativ definit ist. Dazu ist nachzuweisen, daß sämtliche Eigenwerte negativ sind. Eigen- 
funktionen der Gl. (54) sind die Funktionen, die eine Lösung von (54) für f(o)=dV, also für 
a(9) =V ergeben, d. h. also Potentialfunktionen, «die nach (35) der Randbedingung 


>sınd) .0g .0g . 
( 4 / / . . . . . . . . . R (.)+.>)) 
ar(V) Vo Or 


» und Inteeration 


genügen, wo entsprechend (54) das 4 eingeführt ist. Nach Multiplikation mit 4 


über den Kreisumfang folgt aus dieser Gleichung 


.) . z ( a \ 
pr BR® _,.- a Op ,„, u 
7 P (9) 7 dv / P { ® du | (56). 


Das hier auf der linken Seite stehende Integral ist sicher positiv, denn sin 9 ist eine ungerade 
Funktion von 9 und ebenso nach (37) r(9). Aber auch das Inteeral auf der rechten Seite 
ist positiv, denn aus der Gleichung 


div (y grad y) = y div gradyg + grad’ g 


in der das erste Glied der rechten Seite, da es sich um Potentialfunktionen handelt. Null ist. 
folet dureh Inteeration über das Außere des Einheitskreises mit Benutzung des Gaußsechen 
Satzes 


= ur 4, 
\ \ grad? pod£-dy= \ \dis (ggradg)dSs-dy= 1. 7 = dd. 
; ( 


y’ 


Die beiden in Gl. (56) auftretenden Integrale sind somit »ositiv, d.h. die Gl. (56) kann nur 
für neeative Werte von / bestehen. Für alle Eieenwerte eilt daher 

BE ee . + MB 
Damit ist gezeigt, daß AK (0,9) negativ definit ist. 


Für die Abschätzung der Genauigkeit einer Näherungsfunktion, wie man sie etwa an der 

oben beschriebenen Weise gewinnen kann, haben wir nun noch den folgenden Hilfssatz nötige: 
Für die Lösung einer Integralgleiehung der Form (54) 

v(o)=f(lo)+/|K (od) y(d)dAH, 


' / 


* 


deren symmetrischer Kern negativ definit ist, gilt, wenn 4>0 ist, die Ungleichung 
air: : 3: era rs ED. 


Um das nachzuweisen, multipliziert man diese Integralgleichung mit ihrer n-ten Eigen- 
funktion y,, (0), für die bekanntlich die Gleichung 


Vnlo)=AnSKlk,d)vnlM)A9 . . 2 2 2 tr nn nn. (59) 
eilt und integriert. Setzt man dabei zur Abkürzung 
En ıy (0) Um (0) do und Im f(o) "m \69) do, 


so erhält man, wenn man beachtet, daß der Kern als symmetrisch vorausgesetzt war, 


» j zalnn A » | ir » Im 
En Im P-x=6, odeı Os h 
‚m | A 
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Wegen 4, <PV ist für 0 der Nenner 1 — . I, somit gilt für jedes m 
Am : 
Cm m Br te ET 160) 
und damit 
FG SF 
sr... \'r oo. 
— Cm Im 
ZI | m | 


Diese Ungleichung ergibt sich aus (58), wenn man für y(o) und f(o) die Entwicklung nach 
Kigenfunktionen einsetzt, ausquadriert und gliedweise integriert. Damit ist also die Richtig- 
keit der Ungleichung (58) bewiesen. 


Nun haben wir alle Hilfsmittel zur Abschätzung der Genauigkeit einer Näherungslösung 
p\6) der Integralgleichung (50), die wir hier in der Form 


a 7 


x. 2 „sind 
(06) [(o) t ‚In R (60, )) 
7 


(9) 9 a a 


f 


schreiben wollen, beisammen. Diese Näherungslösung p (9) möge der Gleichung 


I sın d) 


\ In PR (6, #) (9 p| IE £ Me 


p (6) 46) — 
ne A 
venügen, in der nur bekannte Funktionen vorkommen. Zieht man diese Gleichung von (61) 
ab und setzt den Unterschied zwischen genäherter und richtiger Lösung p (6) — Y (0) = F'(o), 
so erhält man eine Integraleleichung für den Fehler F (0) 


») 


F(o)=g(0) - f(o)+ 2 \In R (0,0 


sın ) F y l ,) (63) 

) s Et i « , j } >). 
r(V) 

Um «daraus eine Fehlerabschätzung zu gewinnen, formen wir zunächst das Integral auf der 

reehten Seite mittels der Sehwarzschen Ungleichung um. Es wird 


sın ı) | sın d) j sın o 
(0,0 F(#) dA») <= \In?” R(o,d d9-\F?(o) ee 8 
(In Rei ’) (0 (i do) \ i (e ’) (0) ! \ rn; J 
0 . : R 0 ’ i sıno ” : 
Symmetrisiert man nun die Gl. (63) dureh Multiplikation mit | (oj, 50 erhält man, wie 
ı) 


oben bewiesen, eine Integralgleichung mit negativ definitem Kern, auf die man also den oben 
bewiesenen Hilfssatz anwenden darf, d.h. es wird 


sin o u -, ..,81no ” 
\(4.(0) - f (0))® do 2 2 2 2 2220..(6B). 


' (0) en (0) 


Hier gilt, da 4-1 ist, nur das Ungleichungszeichen. Durch Einführung dieser Ungleichung 
in (64) wird diese Ungleichung noch verschärft. Es wird 


\ -.. q sın d PNd9 1 || Sr q sin d 19 \ 4) (a)? sin o ’ GE 
ig, } ! < 11° }, } Ar e z 7 , R N 
\\ N (o, 1 N (Var)  hl(o,ı Tr Ted \(9 10 (0 (1° (66) 
Und wenn man das wieder in (65) einführt, erhält man 
2 sin ) 208 
F (0) (0) - flo) + = | \ In’ R (0. %) (0) I) \ (4 (0) - f(0))' io) do. 


Da jetzt auf der rechten Seite nur bekannte Funktionen stehen, hat man damit die 


gesuchte Fehlerabschätzung gefunden. (65735) 
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Das Durchschlagen eines schwach gekrümmten Stabes. 
Von ©. B. Biezeno in Delft'). 

1. Einleitung. In dieser kurzen Mitteilung kommen wir auf einen Belastungsfall zurück, 
welehen wir vor einigen Jahren in den Abhandlungen der „Koninklijke Academie van Weten- 
schappen?)* schon einmal untersuchten. Es handelte sich dabei um das „Durchschlagen“ 
eines schwach gekrümmten Stabes, und es hat sich gezeigt, daß dieser Vorgang einer mehr 
in Einzelheiten gehenden Diskussion fähig ist’). Zunächst stellen wir der besseren Übersicht 
weeen in Ziffer 2 die früher erhaltenen Ergebnisse zusammen und fassen in Ziffer 3 die Auf- 
vabe noch einmal von neuem an. 

2. Erste Methode. Der in seinen Enden gelenkize gelagerte schwach zekrümmte Stab 
(Sehnenlänge 27), welcher in seiner Mitte von einer Einzellast 2 P belastet wird, ıst in Abh. | 
dargestellt. Die Gleichung der elastischen Mittellinie im unbelasteten Zustand sei in bezug 
auf das in dieser Abbildung gezeichnete Koordinatensystem 


| 
Y, DyTAUs ee er a Er A 


die Krümmung des Stabes seı so gering, daß sie in Jedem Punkte gleich 1/R gesetzt werden kann. 











Abb. 1. 


Bezeichnet y% die Ordinate eines Punktes der deformierten Stabmittellinie und o deren 
Krümmungsradius (siehe Abb. 2), so gilt für die rechte Stabhälfte 


1 l M Pi—- )+Vy 
o R El 1 
oder, wenn 9: ET = u” und näherungsweise 1:0 y' gesetzt wird, 
„ ’ Pii—x) 1 , 
„ 4 „ ; El R , 


Beschränkt man sich vorläufig auf den_Fall des symmetrischen Deformationszustandes, so 
gelten zur Bestimmung der beiden in der allgemeinen Lösung 
/ ' 4 e | .) 
y=Ü,cos 1x + (,sın uc + (l— ir) en. a Er > rer MD 
ü ei () u“ R 
dieser Gleichung auftretenden Integrationskonstanten €, und €, die folgenden Randbedingungen: 
y=d für z=0U, Bd ir 2, 
und man findet somit 
| I’ P 


— —— tg ul: E, Be ea dh re ne rt 
« Recosul W"ELIP' ’ md 


( j 


1 


I!) Meinem Mitarbeiter Herrn Dr. J. J. Koch möchte ieh aueh an dieser Stelle meinen Dank für seine Unter 
stützung beim Abfassen dieser Abhandlung aussprechen. 

®) CC. B. Biezeno: Über eine Stabilitätsfrage beim gelenkig gelagerten schwach gekrümmten Stab (Kon. Acad. 
v. Wetensehappen te Amsterdam, Proe. Vol. XXXII no. 7, 1929). 

3) Wie mir aus einer sehriftliehen Mitteilung bekannt ist, hat aueh Herr K. Marzruerre dieselbe Aufgabe 
noch einmal von einer anderen Seite, nämlich nach der Energiemethode, angefaßt, 
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"y 3 22 ’IEZENDO, as Durchschlagwen eines schwach vekrümmten Stabes Math. und u 

Fo, BT i j ; - > = a Sruer ame 

ae ) . \ 1 \ a N 

Bu \ bezeichnet ZL, die halbe Stablänge ın unbelasteten, 7, die halbe Stablänee im belasteten 

Dem; Zustand, und setzt man die ım Stabquerschnitt auftretende Normalkraft näherungsweise 
. eleich ©, so gilt, wenn noch I Fi? vesetzt wird, 


„—_ 2! u” I 1 2 j2] M 
FR - Tım F wi Et A Te We a Se 


So) daß (.>) übereeht In: 


























/ / 
Dar a 222 52 2 ee 
h T ( 
ER Setzt man schließlich noch zur Abkürzung 
Ri N { PP 2 
= j P; (f . R Ss, p S R ; s . . ; . j . (4), 
Br); : i , en ° 
a. so eeht (6) unter Benutzung von (1). (3) und (4) über ın: 
BR: 
E Ä e 2. Pr ı,, I 1], 8 [1. Ey R® 
he | ‚sın al sın?ul+ > ul E75 sın ul rZ ul cos’ ul 
ss pu / 7 ] \ u U I | | u | 
ER 
EN s” 01. °8 | - [1 l I We ] | 
Aal c0S° UI 57 "gr SIn du eos 1 II cos u 8 —: sın u Cco®® u 
I DE el pi 2 Tu zu | | ur 
ı N | N 5 . Pr | ) a\ 51 6) 15) 7 
‚p sın ul cos ulsın? ul 5 5C0S’ u I 2 u? 0°? q7 cos” u i, 
ll p 4 ! er 3m 3 
oder bei weiterer Vereinfachung in 
. Be eos > ul > sın? ul ; | | . | , 
Er | Fil- > | = ö > cos ul-+ > u !sın u - > cos2 ul 
Be: | (S). 
Bes, Ti ie ul De «lsın? ul 
Be, "s = - (1 hy u I) (1 -eos2uN | I 
Pi; 2 ‘; | | 
ER Sa Diese Gleichung benutzen wir zum Entwerfen eines Diagrammes, welches für verschiedene 
| Werte des Parameters (pg) den Zusammenhang zwischen «den dimensionslosen Größen 
ARME, N 5% 1% 
er Bi | Z ar 
NER / 2] Pound «et 2 () darstellt. Am besten löst man beı einem fest angenommenen (p q)- 
ee Werte Gl. (7) nach # für verschiedene Werte von «ul. Es entstehen dann Kurven, wie sie 
ın Abb. 3 für die Werte 
& BERAR. 3 DD | | | () 
Rn RUN YA 2 -. - e - u = iR _ (: } 
FE PER [ I e».7 t) er Au 7 E hr 12 a 
PETE ' | | 
EURE Re wiedereereeben sind. Aus Iihnen hest man die sozenannte „Durehschlaerkraft* unmittelbar ab. 
nf E . ® 6 ® : 2 R 
E Denn verfolgt man für einen Stab von vorgeschriebenem (pg) «den Belastungsvorgang von 
£ ee 4 
e. E Ak 
ul? 
ON 
Br. \ 





s % 
9 » 
« 
ee; 
8 H \bh. 3. 
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vs 4 
a RN | 
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we R 
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P-=0 an, so erblickt man, daß zur Fortsetzung des Deformationsvorganges eine Vergrößerung 

der belastenden Kraft in dem Augenblicke entbehrlich wird, in dem die zugehörige Abbildunes- 

kurve eine horizontale Tangente aufweist. Weil, wie wir gleich zeigen, für Werte von 
3,88 2 | Br Bug 

pgq >| 672 0.256 die Abbildungskurve keine horizontale Tangente besitzt, ist ein Dureh- 
>» IT" u 

schlagen des Stabes in diesem Falle nicht möglich. Dagegen hat dıe Abbildungskurve für 

| EEE a | | | | 

jedes pq< „eine Schleife, auf welcher man leicht den „ersten“ Punkt mit horizontaler 

‘ EI 

Tangente feststellt. Abb. 4 zeiet den in dieser Weise bestimmten kritischen f-Wert (weleher 

direkt der Durehschlagkraft P_ proportional ist) in seiner Abhängigkeit vom Parameter (pgq). 

Zum Beweise der obenerwähnten Aussage schreiben wir mit al= «u, Gl. (S) ın folgender Form: 





„[,, es2u 3sin2ul 2. | | 4 
Flt,u=""il+—5 ( £ 115 cost +, usınu + cos 2u 
(10), 
lu «u? DZ usın? u 0 
Pi = rn (1 pi e)(l + cos2u) 
| - ) 
bestimmen 
oF u. u.ä 3 cos>u 3 sın? u 4 | B 3 0 
j sın 2u r . 2 sına +, vwcosu - sin2u) 
a7, 2 7 l u | 2 2 | 
1 2u * nn) 22) „u I ) | ) „2 u) 5 i > 
ru 5 1-6pFwW)(l+cos2u)+2p’gYu’(l+cos2u) 
«) 
u” Br sin?u wcos2u 
na (1-6p’g’ur)sın 2u = 
OF li. cos2u Bsin2ul „|1 | Ä | En 
ztıil—+ = | 4 | cosur-—Zzıusınur cos Zul 
Of | 2 l u | 2 2 2 | 


und kontrollieren leicht. daß 


2k+1l)a 2k+1l)n 


t=(— I)} = H . % ul 2 
a OF OF | 
für jedes k (= 0,1,2,...) sowohl \ - und \y, wie F(w,t) gleich Null macht, so daß alle ın 
- oO ( 


Abb. 3 dargestellten Kurven eine unendliche Reihe von (gemeinsamen) Doppelpunkten besitzen. 
Ob ein solcher Doppelpunkt ein reeller Doppelpunkt, eine Spitze oder ein isolierter 
Punkt ist, wird bekanntlich dureh das folgende Kriterium entschieden: 
0’ F ”fFo’F 


x». d reeller Doppelpunkt, Spitze, isolierter Punkt. 
Ouot dor Br . , 


welches ın unserem Fall wenn noch zur Abkürzung 


(2 k im I) 


.) 
eesetzt wird die Form annimmt: 
-) 
1 + Nh42—-32’+ 52" - 4p’q?z._O reeller Doppelpunkt, Spitze, isolierter Punkt, 
+.) 
oder aber: 
‘) 
1+(—- 142 —-32?-- — z° 
2° q°= } r reeller Doppelpunkt, Spitze, ısolierter Punkt . . (il). 


tz 


Der Grenzwert von pg berechnet sieh somit für den ersten Doppelpunkt (#=-0) aus 


119 3 ,„ „31,2, © % 4 
A en 2 2 u am za | 
pe 76 Gr? era 
16 


was zu dem obenerwähnten Betrage 


3.88 zZ 
p4q Gr 0 a BE 0 Eee en: - - 


führt. 
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Für k=1 folet aus (11) als Grenzwert 


0,3298 0.0753 
q), u —: Vi», 
pr: hr PER 


während für alle folgenden k-Werte mit eroßer Annäherung als Grenzwert 


t 
PU V ser +iya 

eesetzt werden kann. 
Ist (pe 41 py<ip gr. So hat die (fw)-Kurve (k—+1) „Schleifen“. 
Bis jetzt haben wir uns noch stets auf den Fall eines symmetrischen Deformations- 
zustandes des Stabes beschränkt. Es ıst aber auch eine unsymmetrische Ausbiegung möglich, 
und zwar dann, wenn die Kraft 9 die „zweite“ Knickkraft des (geraden gedachten) Stabes 
übersteigt. Es wäre dies natürlich dadurch nachzurechnen, daß man für jede Stabhälfte die 
der elastischen Linie aufstellt und unter Verzicht auf die Symmetriebedingung den 
elatten Verlauf sowohl der Durehbiegung selbst als ihre Ableitung im Punkte #=0 fordert. 
Kin weit anschaulicheres Bild des hier gemeinten Vorganges erhält man aber, wenn 
man bedenkt, daß man ın dem Augenblick, in dem die Kraft 9 gleich der zweiten Euler- 
schen Kniekkraft wird, der bereits vorhandenen Durchbiegung eine andere, aus zwei Wellen 
bestehende sinusförmige Durchbiegung superponieren kann, ohne daß für deren Ausbildung 
eine Vergrößerung der Kraft 9 erforderlich wäre. Es tritt also von diesem Augenblicke an 
eine weitere, jedoch unsymmetrische Deformation des Stabes bei konstantem «Tl: 


Gleichung 


z° ein. 


(Vgl. etwa den Fall »g (94: der Abb. 3, wo der gestrichelte Teil der Schleife dureh die 
Ye ı A 


Vertikale «PP 7° ersetzt werden muß.) 

3. Zweite Methode. In der vorangehenden Ziffer wurde gezeigt, daß die Eulerschen 
Kniekkräfte des gerade gedachten Stabes eine wichtige Rolle beim Durchschlagproblem spielen. 
Die foleende Behandlung des Problems zeiet die Bedeutung dieser Kräfte noch von einer 
anderen Seite, 


Ausgangspunkt ist wiederum Gl. 2 (2), welche jetzt mit 


Pl | P 
ü.. — (MM 
El R Fl 
ın der Form 
V"+tey=a-ax, a N es a Er 
eeschrieben werden kann. 


Die Gleiehune hat nur für das Intervall 0 < .r 


! mechanische Bedeutung und muß für 
das Intervall ISx<s0 durch 


y' | 1° Y — (dl, u a, ar / Zr: ( r R } . ; ° . R . . (2) 
ersetzt werden. 


Kntwıickelt man die Funktion 


flo) 4 ra,%, I<sre<o0O. 
I=.,.—u, us S[I 
im Intervall !-.r Tl ın eine Fourierreihe 
1X Ink 2k +1) 
fi) b, vos >] + I, cos >] ... bsp + 1C0S >] 
so findet man für die Beiwerte bs; +1 
(—-1)?4(a, —a,)) Sa,l (—1)k+1.4 sPpl ri 
»] zen 0 en ), 
| 2k+l)a Pk+1)”?n? @k+l)aR 2k+lP EI 19) 
so daß die Gl. (D) und (2) dureh Gl. (# 
Pr \ ” ) / -r ) T 
Y ey bs: 1.1 C08 7 x 
A () u 
(4) 
\' | | sPI (2k+V)a 
(1 +1 Gar rt " r 
| 2k+l)aR 2k+lV’ "EI 21 
A () 





ersetzt werden können. 
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Setzt man 
ee er 


ws IOT 


(so daß v? - »n , das Verhältnis der Stützkraft ® zur ersten Eulerschen Knickkraft 
n” ® El 
O5 darstellt), so ist ihre Lösung 
4 
’ \’4? b>i; +1 ?!k+1)n 
7 GC, cos 1 2 + G,sın uxc-+ — : | COS : ae . 6), 
Ä ’ | a? |» - (2%+1)°] 2] 
l; () 
. ä (2 1% T Ir . . 
solange wenigstens «u von den Zahlen >] verschieden ist. 


Beschränken wir uns zunächst auf diesen Fall, so führen die Bedingungen, daß y für 
x= +! gleich Null sein soll, zu den Bedingungsgleichungen 


C, cos ul +-C,sin ul=d, U, cos ul C,sin ul: 0 ad en dur 6d. 
aus welcher wenn nur cos «lsin u 520 ist 
G=(,—0 
folet. Es gilt also 
LP ‚ bh», + 1 (2k == Ir 
7 — ke \ E 7 - OS ) My ; . } e R ° . ; : (9). 
„= Zu 2k+1)? 2] 
k ( 


Der Betrag, um welchen sieh die Bogenlänge der gebogenen Stabachse von der Sehnenlänge 
>21 unterscheidet. läßt sich auf zwei verschiedene Weisen bestimmen: das eine Mal direkt 
aus (S),. indem man 


| 
a a BEN: 


berechnet, das andere Mal indirekt, indem man das durch Gl. 2 (1) definierte Integral 


Hl 
ur 
\5y da 
3 
201 
um „ „, verringert. 
Er ” 
ac , 2k+-1)n 
Macht man davon Gebrauch, daß wegen der Orthogonalität der Funktionen cos 2] er 


das Integral (9) für alle in der rechten Seite von (8) stehenden Glieder gesondert bestimmt 
werden kann, so findet man nach einer kurzen Zwischenrechnung die das ganze Problem 
beherrschende Bedineungsgeleichung: 





>= [+14 sPl 1" 
ı F_201_ 2° \ AR" EI(2k+1) 0 
> PR? E F' 71° | y* : (2 l; -r 1)? (1 ), 
I 0 “ 


welche den Zusammenhang zwischen P_ und © liefert und also mit Gl. 2 (8) gleichwertig ist. 
Es fragt sich jetzt, inwiefern die erhaltenen Resultate sich ändern, wenn entweder 
cos ul —=0 oder Er JE | © \ 

ist. Wır betrachten zunächst den ersten Ausnahmefall uud nehmen an, es sei 


(2j+Dn 
N b 


21 
dann wird die Lösunz von Gl. (4) 
. rn air _ , 4 NT bar + 1 2k+l)a 
y=1U,cCos >] x — ( „sim >] Mn 72 J 5: OO Te >] X 
ge Pa 1’ pa 


(12), 
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wobei das in dem 2-Zeichen geschriebene j bedeutet, daß bei der Summation das j-te Glied 
unterdrückt werden soll. 
Die Randbedingungen, nach welchen y=V für «= +1 ist, lauten jetzt: 





(2j+-1)r . 2j+UDr ?b;rı . Bjt+tl)n 
(! cos sn — = sın (0) 
2 2 z(2jJ + 2 
Er 1. (13). 
| (yri)n . @j+tDr, Pbb;rı . PBj+Dr 
(, COS > C,sın 5 er han > 0 


Solange 5b»; + 1 verschieden von Null ist, stehen diese Gleichungen zueinander in Widerspruch. 
Der Fall 

2j+la R 

u >] oder () (25 1. 12 ) 

(vgl. die zu Formel (5) gemachte Bemerkung) kann also nur dann eintreten, wenn bs; 1=0 
ist, d. h. wenn P den aus 

t.(— 1yY+! sPıl n 

2j+V)aR 2j+l’ "EI 
hervorzehenden Wert 
(-1)(2j+DrEl 

> Rl 

hät. In diesem Falle folgt aus den Gl. (13). daß C,--0, dageren ( 
(12) geht somit über in: 


P (14) 


, unbestimmt ist, und 


(2j+Dr ie T° ba (2k+-1l)a a 
„ { ‚cos 2 ] FI Yin un 7? / „_ (> a | 12 COS > ] f vr : : 2 (19). 
/, 0 


Berechnet man jetzt wieder auf zwei verschiedene Weisen die Länge der gebogenen 
Stabachse, so erhält man an Stelle der Gl. (10): 


| u | sPI : 


H 


|E 201 28 wi aR' = EIN2k-+1) rt 1; 16 
3R® EFO HC ”— (2k +1)? 1 Zn. 
], () 
so daß sich die unbestimmt gebliebene Konstante €, zu: 


2 f [A +1 


| 8sPıi 2 
Sl j° 2ol 167° = 


4 ” aR'=EI(2k-+1) 


(233 +-1) 13%: FF ni +1) <<. | »" — (2k +1)? 
I; 0) 


(17) 


berechnet. 
In dieser Gleichung ist » durch 2j-+1 und P dureh seinen Wert (14) zu ersetzen. 
Ferner läßt sich auf Grund von früher gemachten Festsetzuneen das Glied: 


2Q1 . 2 wWEIl vi? (Pit Rp? 


—- noch ın —— - 
Et HF 2] 2 PR: 
umschreiben (siehe Gl. (5), sowie 2(7)). Hierdureh geht (17) über in: 


e art | .2j+1 4]? 
or 8 I Qt pe]t 6 UT Da FI | er 
(2j+1)]|3 2 IR’OH"2j+ 1% ZZ (237+1)’— (2 +1)? m 
IR I 


. I)A+1 1917 
S I @j+YVRpPe 32 Xo| Ns zilie 


2? (2j 1213 2 na’ cn L @j+1)”’—- @k+1)? x: 
} () 


(18). 


Aus dieser Formel geht hervor, daß es im allgemeinen zwei verschiedene Lösungen für 
(', gibt, so daß zu der Belastung 
(-1Y2j+V)rEI 
> Rl 
zwei voneinander verschiedene Durchbiegungen des Stabes gehören. Der Wertsatz (19) mar- 
kıert also ın dem ın Abb. 3 entworfenen {f. «® P\-Diagramm eine Reihe von Doppelpunkten 
“hg 


= (-IyRß; +) —, 7% i (25 +1)”, welche für alle möglichen Stäbe die gleichen sind. 


V=(2j+1”05, (9%, erste Eulersche Knickkraft), IP’ (19) 
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Ob ein soleher Doppelpunkt einen isolierten Punkt oder einen reellen Doppelpunkt dar- 
stellt, hängt von den Stababmessungen ab und wird dadurch entschieden, ob die aus (18) 
foleenden Ü,-Werte und damit die von ihnen definierten Durchbiegungen (15) imaginär 
oder reell sind. Der Grenzwert des Parameters (pg), für welchen die Belastung (19) von 
einem Stabe reell erreicht werden kann, berechnet sich somit aus: 


2 
SL. l. ] | Br. 
2 6 y|D Na; + 
Ir T eı) (6). 2 8 ). 2 6 da 2 .) Ir 2 
32ßj+1l1”’ nm? (Zj+l’n® zZ (2/-+D)) (2k-+]1) 


Für die Fälle j=0 und j=1 findet man z. B.: 
p’q VOII und pe :OOO55T1. 


was in Übereinstimmung mit den aus Gl. 2 (11) berechneten Werten steht [siehe z. B. 2 (13)]*). 

Es lohnt sich, die bisher erhaltenen Resultate noch einmal einer näheren Diskussion zu 
unterwerfen, und wir stellen dabei zuerst fest, daß das rechte Glied der Gl. (1) [bzw. (2)] 
diejenige Stabkrümmung darstellt, welche bei dem frei gelagerten Stab auftreten würde. Wir 
nennen sie die statisch bestimmte Krümmung. Sie besteht aus zwei Teilen: der erste rührt 
von der anfänglichen Krümmung des unbelasteten Stabes her, der zweite von der Belastung P. 

Diese Krümmung wurde in eine Fourierreihe entwickelt, in welcher jedes Glied die 
Krümmung einer zum geraden Stab gehörigen Eigendeformation darstellte. Eine jede solche 
Krümmung kann dureh eine zu der Eigendurchbiegung proportionale „Eigenbelastung“ auf- 
recht erhalten werden. Würde man alle diese Eigenbelastungen bestimmen, so wäre ihre 
Summe natürlich mit der Kraft P identisch. Es ist nun einfach, die von den Druckkräften © 
verursachte zusätzliche Verformung des Stabes zu verfolzen, wenn wir sie als Summe unend- 
lich vieler Teilverformungen auffassen, welche je von einer der erwähnten Einzelbeträge der 
statisch bestimmten Krümmune bedinet sind. Denn greifen an einem einer Kirenbelastung 
unterworfenen und also nach der korrespondierenden Eigendurehbiegung deformierten Stab 
zwei in seinen Enden axial wirkende Druckkräfte © an, so wird die vorhandene Deformation 
in einem bestimmten Verhältnis vergrößert, welches bekanntlich nach unendlich geht, wenn 
die Kräfte © sich der von der betrachteten Eigendurehbiegung definierten Knickkraft nähern. 

In Übereinstimmung hiermit liefert Gl. (8) die Gesamtdurehbiegung y als Summe der 
mit bestimmten Beiwerten versehenen Eigendurchbiegungen des Stabes. 

Um das Entstehen der in Abb. 3 auftretenden Doppelpunkte zu erklären, denken wir 
den Stab einen Augenblick freigemacht und fragen uns, ob es ein System von Kräften P, @ 
eibt, bei dem 9 den Wert einer Eulerschen Knickkraft hat und die Durchbiegung des Stabes 
trotzdem endlich bleiben kann. Die Antwort lautet, daß die soeben definierte statisch be- 
stimmte Krümmung die zur Knickkraft 9 gehörige Eigenfunktion in einem solehen Falle nicht 
enthalten darf, denn ein nach dieser Eigenfunktion gekrümmter Stab würde dureh die zu ıhr 
vehörige Knickkraft 9 eine über alle Grenzen wachsende Deformation erleiden. Es muß 
also P einen ganz bestimmten Wert annehmen, und zwar denjenigen, welcher in der statisch 
bestimmten Krümmung den Beiwert der zu dem betrachteten © gehörigen Kigzenfunktion zu 
Null macht [vgl. das Ergebnis der Gl. (19)]. Unter der Wirkung dieser Kraft 9 und der ıhr 
zugeordneten Kraft P_ wird nun der immer noch frei gedachte Stab im allgemeinen nicht 
zwischen die beiden Gelenke passen. Es bietet sieh jedoch mitunter eine Mögliehkeit, dies 
zu bewerkstelligen, ohne daß sich hierbei die Kräfte P und © ändern. Man sieht nämlich 
leicht eın, daß der Stab, welcher unter der Wirkung von P und deren Reaktionen die zu 0 
gehörige Eigendurehbiegung nicht enthält, sich unter der Wirkung der Kräfte P und 9 in- 
sofern wie ein gerader Stab benimmt, daß er sich im indifferenten Gleichgewicht befindet, 
so daß sich seiner Durchbiegung ein beliebiges Vielfach der zu @ gehörigen Kigendurchbiegung 
überlagern kann. 

Mit einer solehen Überlagerung ist unter allen Umständen eine Abstandsverkleinerung 
der beiden Stabenden verbunden. War dieser Abstand also anfänglich zu groß, so kann dem 
Stab unter Aufrechterhaltung des betrachteten Kraftsystems P, 0 trotzdem die verlangte 
Sehnenlänge erteilt werden. In dem entgegengesetzten Fall ist dies unmöglich und kann 
die betrachtete Eulersche Kniekkraft in den Gelenken nicht erzeugt werden. Jetzt versteht 
man auch, daß im ersten Falle im (P Q)-Diagramm ein reeller Doppelpunkt entsteht. Denn 
wenn die vorgeschriebene Sehnenlänge durch Überlagerung von z. B. €, mal der zu V gehörigen 
luigendurchbiegung erhalten werden kann, so ist es klar, daß dasselbe Ergebnis auch durch 
Überlagerung von C, mal diese Eigendurehbiegung zustande kommt. [Vgl. Gl. (15), welche 

4) Die hier erwähnten Werte sind einfach dureh Berechnung einer gentigend großen Anzahl von Gliedern der 


für »®q2 erhaltenen Reihe bestimmt worden. Man kann aber ganz allgemein zeigen, da die hier erhaltenen Resul 
tate wie es sein muß in Übereinstimmung mit den in Ziffer 2 erhaltenen stehen. 
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in der Tat zwei entgegengesetzte Werte für €, liefert.| Hiermit ist der erste Fall (11) voll- 
ständig erledigt. 


Ks bleibt also nur noch der zweite Fall 


mt Hi? 
: WE on m=1,2,..) 


v” 


sin u / ), r es Br 


übrig, wobei der Wert von Q mit der 2ten, 4ten ... Kniekkraft übereinstimmt. Aus den 
(11. (7) folgt jetzt, daß €, gleich Null und €, unbestimmt ist, so daß Gl. (6) in 


I 


HI? ’ bD3k 4 2k+1l)> 
„ C,sin — 4b a \ 2 nn „cos. er | x 2 ’ } : 20) 
[ 2 a Ei 2k +1) 21 
I; TI 


übergeht, wobei die b>7. +1 wiederum dureh (8) definiert sind. Die Formänderungsbedingung, 
welche im Falle cos «1-0 zu Gl. (16) führte, lautet hier: 





LH | En | S PI 2 
IE 201 2ZUE\V | ART EI@KHI) ,m’n’C, > 
3R’ EFC a’! tm? (2k +1)? >] ze. 
I 0 


oder, umgeschrieben in der auch früher benutzten Bezeichnung [vgel. 2 (7)] 


z | 21 u 
.) | *).) \ Il | ‚ii ri—+ = i0 | j 
2 ex ) 2 DR rn T(- h + l ) .)») 
4 n? m? | u n“ tm’— (2k +1)’ | Be" - u 


h u 


Wir diskutieren diese Gleichung nur noch für den Fall m =1(9= der zweiten Eulerschen 

Kniekkraft) und schreiben sie in der Form: 

u 2173 li 128: 0.095817 128: 0,11565 „| 1’ 

=7545 an’ pP’ q 1 7 5 ! D ä R:? 
> 


.U’|» JI 7 JT 
in welcher die Zahlenwerte O,11111, 0,00817, 0,11565 durch Summation einer genügend großen 
Anzahl der in (22) vorkommenden Reihenglieder erhalten worden sind. 

Zunächst entnimmt man der Gl. (23), daß es Werte (pg) gibt, für welche das rechte 
Glied dauernd negativ ist, so daß für diese Stäbe die zweite Eulersche Knickkraft nicht 
erreicht werden kann. Die zugehörigen Abbildungskurven (f, «? 7) dieser ‚Stäbe liegen links 
von der Geraden « P=7°. Der Grenzwert (pg) berechnet sich aus der Bedingung, daß die 
quadratische Gleichung 


(25), 


| 32-0,11111 , 125-0,098517 125-0,11565 

3. p — + z f z P=0 . a 

+) Jı 7 ZT 
zwei gleiche Wurzeln hat. Denselben Wert erhält man natürlich aus Gl. (10), wenn man 
hierin «ul =r setzt und die Forderung stellt, daß diese Gleichung zwei gleiche Wurzeln 
aufweist. 

Ist pg kleiner als dieser Grenzwert, so daß die zugehörige (f, « I?) Schleife die Gerade 
in zwei Punkten #, und f, (f, > t,) schneidet, so ist für alle Werte #1, <t<t, ein Gleichgewichts- 
zustand des Stabes möglich, bei welchem sich die zweite Eigendurchbiegung des Stabes (€, 
mal ausbildet. Gl. (23) lehrt, wie groß das zu jedem #-Wert (#,<t<t#,) gehörige C, ist. Daß 
zu jedem Wert zwei (€, Werte gehören, hat in diesem Fall keine besondere Bedeutung, weil 
die ihnen zugeordneten Durehbiegungen in bezug auf die vertikale Mittellinie spiegelbildlieh 
sind und sieh meehaniseh nicht unterscheiden. 


4. Die zu einem Sonderfalle gehörigen Diagramme. Wie unerwartet kompliziert die Ver- 
hältnisse sind, welche sich bei unserer an und für sich einfachen Aufgabe auftun, zeigen wir 
an Hand einiger Diagramme, welche sich auf den willkürlich ausgewählten Sonderfall 
5 P° = 0,020264 beziehen. Bezeichnet man das Verhältnis y:f der Stabmitte mit », so 
kommen zur Nachprüfung der verschiedenen möglichen Gleichgewichtszustände vor allem die 
drei Diagramme in Betracht, welche den Zusammenhang zwischen je zwei der drei Größen 
P,@ und », darstellen. Sie sind in den Abb. 5 bis 7 wiedergegeben, wobei statt P und 0 


jedesmal die dimensionslosen Größen PRUETI undyYOT/EI benutzt wurden. Außerdem ist 


in Abb. S die mit der im Stabe aufgespeicherten Formänderungsenergie A proportionale und 
dimensionslose Größe FW2 REIT in ihrer Abhängigkeit von » aufgezeichnet. 
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ll- Einige beim Durcehschlagvorgang wichtige Zwischenlagen sind in sämtlichen Figuren mit 
Il... XVII numeriert worden. Zwecks ihrer Erläuterung stellen wir zunächst fest, daß das 
„Durchschlagen“ des Stabes bei dem wir uns nach wie vor die Symmetrie der elastischen 
Linie gewährleistet denken müssen in dreierlei Weisen erzeugt werden kann. Erstens 


kann man den Stab mit einem Gewicht belasten, zweitens kann man ihn mit einer Druck- 
schraube nach unten drücken (so daß er zwar nach oben, aber nicht nach unten gestützt ıst), 
drittens kann man die Stabmitte zwangsläufig führen, so daß in jedem Belastungszustand 















































en weder eine Bewegung dieses Stabpunktes nach oben noch nach unten möglich ist. 
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Abb. 7. Abb. 8. 


Im ersten Falle schlägt der Stab im Zustand Il, im zweiten Fall im Zustand IV durch 
(siehe Abb. 6). Im dritten Falle findet, wenn man vom Anfangszustand aus die Senkung der 
Stabmitte zwangsläufig vergrößert, ein Durchschlagen von Zustand VIII nach Zustand XV 
statt. Führt man die Stabmitte — nachdem dieses Durchschlagen einmal stattgefunden hat 
wiederum zwangsläufig in die Höhe, so werden die Zustände XV, XIV, XIIL XIL, XL X 
durchlaufen, und von hier aus schlägt der Stab in Zustand III über, wie man am einfachsten 
aus Abb. 8 (oder auch aus Abb. 7) erkennt. Übrigens zeigt die Abb. 8, daß bei der /Z,wangs- 
führung der Stabmitte die Möglichkeit eines Durchschlagens in allen Punkten der Strecke V, 
VI, VII, VIII insofern vorhanden ist, daß mit jedem der von ihnen dargestellten Gleich- 
gewichtszustände ein anderer korrespondiert, für welchen — bei gleicher Höhe des Stabmittel- 
punktes die Formänderungsenergie kleiner ist (siehe die Strecke XIII, XIV, XV). Ob der 
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Stab wirklich aus eigener Bewegung in einer solchen Lage durchschlägt, könnte streng 
eenommen nur dureh Energziebetrachtunzen entschieden werden. Eine ähnliche Bemerkung 
eilt, wenn man den Stab von Zustand AVII zurückführt. für die Strecke XIII. XI. X. 


Die Zustände IV, IX, AI und AXVI kennzeichnen sieh durch die Abwesenheit einer 
belastenden äußeren Kraft. Da die Arbeit durch (Pd y definiert ist, sieht man leicht, daß in 
diesen Lagen dWdy (oder auch dd 7) gleich Null ist, so daß A selbst ein Maximum oder 
Minmmum aufweist. 


Die mechanische Bedeutung der Doppelpunkte (I, XVII) und (VII, XID der Abb. 5 
wurde bereits in der vorigen Ziffer klargestellt, so daß wir auf sie nieht zurückzukommen 
brauchen. Es bleibt also nur noch der Doppelpunkt (VI, AIV) der Abb. 7 zu besprechen 
übrig. Stellt man sieh zunächst die Frage, ob überhaupt Doppelpunkte im (YYTI/ETI,n)-Dia- 
eramm zu erwarten sind, so sieht man leicht, daß solche wiederum nur bei gewissen Knick- 
kräften des Stabes auftreten können. Bezeichnet man mit (P,, 9.10), (Ps, 9,9.) die beiden 
für «lie Doppellagen des Stabes charakteristischen Größen, so kann man zur Erzeugung dieser 
Doppellagen unter Lösung der beiden Scharniere — zunächst durch eine vertikale Belastung 
2S in der Stabmitte und vertikale Kräfte S in den beiden Scharnieren erreichen, daß die 


Stabmitte die mit 7, übereinstimmende Verschiebung erleidet. 


Die Stabenden haben dann im allgemeinen nicht den vorgeschriebenen Abstand 21, und 
es ist wenn ihr Abstand zu groß ıst die Aufgabe der Druckkräfte @,. ihren Abstand 
auf 27 zu reduzieren. Es steht von vornherein fest, daß mit den Kräften 9, zugleich vertikale 
Kräfte ins Spiel kommen; denn denkt man sich den Stab in der Mitte eingeklemmt, so dürfen 
die Endpunkte sich nieht vertikal verschieben. Wenn nun die Kräfte 9, in zweierlei 
Weise die verlangte Abstandsverkürzung beider Stabenden zustande bringen sollen, so muß 
0, notwendigerweise eine solehe Kniekkraft sein, bei welcher die Stabenden in bezug auf die 
Stabmitte keine Vertikalverschiebung erleiden. Wir nennen diese Kräfte der Kürze wegen 
Knickkräfte zweiter Art und ihre zugehörigen Biegelinien dementsprechend Eigendurch- 
biegungen zweiter Art. Ohne auf alle Einzelheiten des Vorganges genau einzugehen, stellen 
wir nun noch folgendes fest: 





Abb. 9. 


Die von den Kräften 5 verursachte „statisch bestimmte“ Durchbiegung y des Stabes 
(vel. Abb. 9) kann als Summe der linear verlaufenden Durchbiegung , und der nach den 
Kigendurchbiegungen zweiter Art zu entwickelnden Durchbiegung y, aufgefaßt werden. Es 
ist klar, daß die Durehbiegung 7, die /-te Kigendurehbiegung zweiter Art nicht enthalten darf, 
wenn die horizontalen Druckkräfte den Wert der 4-ten Kniekkraft zweiter Art erreichen; denn 
sonst würde beim Auftreten dieser Kräfte die statische Durchbiegung ins Unendliche ver- 
oerößert. Hierdureh wird die Größe der Kräfte S eindeutige bestimmt. Greifen nun bei dieser 
Belastung S die k-ten Kniekkräfte zweiter Art an, so kann sich der statischen Durchbiegung 
ein beliebiges Vielfach der A-ten Durchbiegung zweiter Art überlagern, so daß der Abstand 
der Endpunkte des Stabes auf die vorgeschriebene Länge 21 verkleinert werden kann. (Wenn 
der Abstand dieser Punkte anfänglich zu klein war, kann die k-te Knickkraft zweiter Art 
umd damit der betreffende Doppelpunkt überhaupt nicht auftreten.) 


Dieser vorgeschriebene Abstand kann offensichtlich dureh eine Superposition sowohl 
eines positiven wie eines gleich großen negativen Vielfaches dieser Eigendurchbiegung erzielt 
werden, und hiermit ist bewiesen, daß, wenn die horizontalen Kräfte wirklich den Wert einer 
knickkraft zweiter Art erreichen, auch wirklich ein Doppelpunkt im (Y Q F/E IT, )-Diagrammı 
entstehen muß. Die Vertikalkräfte 5’ und 28’, welche beim Auftreten der k-ten Eigendurch- 
biegung in den Endpunkten und in der Stabmitte entstehen, haben in den beiden möglichen 
Fällen verschiedenes Vorzeichen, so daß die belastenden Kräfte 2P=-2S-+2S’ in beiden 
Fällen verschieden sind. Hiermit erklärt sich auch, daß mit den Doppelpunkten von Abb. 7 
keine Doppelpunkte in Abb. 5 übereinstimmen. 736 
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Zur Gasdynamik des drehenden Schaufelsterns. 


Von A. Busemann in Braunschweig. 


Einleitung. Die radialen Pumpen und Turbinen lassen sich in gewissen Fällen als eine 
ebene Flüssigkeitsströmung um einen drehenden Schaufelstern behandeln, wobei die Förder- 
menge im Inneren des Schaufelsternes von einer Quelle ausströmt oder von einer Senke 
verschluckt wird. Die konforme Abbildung läßt sich hierbei nicht so einfach anwenden wie 
bei der Umströmung geradlinig bewegter Körper, weil eine stationäre Strömung um die 
Schaufelquerschnitte nur in einem mitdrehenden Koordinatensystem besteht, für das die 
Flüssigkeit eine relative Drehung besitzt. Im ruhenden Koordinatensystem ist zwar das 
Geschwindigkeitsfeld außerhalb der Singularitäten quell- und drehungsfrei, aber es läuft darin 
der Schaufelstern um. Durch Anwendung geeigneter Anordnungen von (Quellen, Senken und 
Wirbeln innerhalb der Schaufelquersehnitte gelingt es jedoch eine Strömung zu finden, die 
den drehenden Schaufelumriß nicht durehströmt. Aus den Kraftwirkungen der Strömung an 
diesen Singularitäten im Innern der Schaufeln ergibt sich dann das Drehmoment. 

3ei Gebläsen mit hohen Umfangsgeschwindigkeiten müßten dieselben Überlegungen mit 
den Erweiterungen durchgeführt werden, die eine zusammendrückbare Gasströmung erfordert. 
Man erhält zwar entsprechende Kraftgesetze für Quellen, Senken und Wirbeln, doch werden 
die Verhältnisse bedeutend unangenehmer, weil sich die Wirbelfreiheit in «den regulären 
Bereichen der Strömung auf das Geschwindigkeitsfeld bezieht, während die Quellfreiheit 
überhaupt nur in stationären Strömungen besteht und sich außerdem auf das Feld der Strom- 
diehte, d. h. des Produktes aus Geschwindigkeit und Gasdichte, bezieht. Hierdurch wird es 
zunächst unmöglich, zwei quell- und wirbelfreie Felder zu einem neuen «quell- und wirbel- 
freien Feld zu überlagern, außerdem kann man in der Gasströmung nur mit verteilten 
Singularitäten arbeiten, weil ein gewisses Gebiet um Einzelquellen und Einzelwirbel für das 
Geschwindigkeitsfeld ausfällt. Aus diesen Gründen haben die Kraftgesetze an Singularitäten 
in der Gasdynamik nur einen sehr beschränkten Anwendungsbereich. 

Bekanntlich haben die Geschwindigekeitsfelder von Flüssigkeitsströmungen und die 
magnetischen Kraftfelder eine Gleichartigkeit in bezug auf die Verteilung des Vektors und 
der Feldenergie. Danach müßte man erwarten, daß die an entsprechenden Singularitäten 
auftretenden Kräfte gleich wären, damit eine Verschiebung der Singularitäten diejenige Arbeit 
verursacht, die für die damit verbundene Änderung der Feldenergie erforderlich ist. Ent- 
gegen dieser Erwartung unterscheiden sich die hydrodynamischen und magnetischen Kräfte 
stets durch das Vorzeichen. Hierdurch kommt es, daß zwar die Kräfte an magnetischen 
(Juellen und Senken (Nord- und Südpolen) sowie an hydrodynamischen Wirbeln so geartet 
sind, daß ihre Verschiebungsarbeit die Feldenergie deckt. Dagegen würde bei der Verschiebung 
hydrodynamischer (Quellen und Senken sowie magnetischer Wirbel (eines von einem 
elektrischen Strom durehflossenen Leiters) gerade das umgekehrte Vorzeichen der Verschiebungs- 
arbeit für die Deckung der Feldenergie erforderlich sein. Dieser Unterschied wird bekanntlich 
beim magnetischen Wirbel nach dem Faradayschen Induktionsgesetz dadurch ausgeglichen, 
daß sich dem in der Wirbelachse fließenden elektrischen Strom während der Verschiebung 
induzierte elektromotorische Kräfte entgegenstellen, deren Überwindung eine Zufuhr elektrischer 
Energie erfordert. Ebenso muß auch bei der Verschiebung der hydrodynamischen Quellen 
und Senken eine zusätzliche Energiezufuhr stattfinden, die in diesem Falle durch Überdrücke 
am Orte der Quellen und Unterdrücke am Orte der Senken gegenüber den Drücken der 
stationären Strömung verursacht wird. Diese Druckdifferenzen sind es gerade, die bei 
Kreiselradmaschinen die Förderhöhe oder das Gefälle ausmachen. 

(Bei ebenen Strömungen kann man statt des Feldes der Stromlinien auch das Feld 
der Potentiallinien betrachten, die senkrecht zu den Stromlinien verlaufen. Bei Flüssigekeits- 
strömungen ist auch dieses in regulären Bereichen quell- und wirbelfrei, doch vertauschen 
sich Quellen und Wirbel, denn eine Stromlinienquelle bedeutet einen Potentiallinienwirbel 
und umgekehrt. Vergleicht man ein Potentiallinienfeld mit dem ebenen Feld magnetischer 
Kraftlinien, so ist jetzt die Übereinstimmung vollkommen einschließlich des Vorzeichens der 
Kräfte und des Induktionsgesetzes. Will man nämlich diejenige Druckdifferenz zwischen 
zwei Punkten des Feldes bestimmen, die von der Bernoullischen Druckdifferenz der 
stationären Strömung abweicht, so muß man eine Verbindungslinie dieser Punkte - ziehen 
und auf ihr die zeitliche Änderung in der Anzahl der Potentiallinien feststellen, die diese 
Verbindungslinie schneiden. Dabei darf die Verbindungslinie nicht über Quellpunkte der 
Potentiallinien hinweggleiten. Es ist dies dieselbe Vorschrift, die auch zur Bestimmung der 
induzierten elektromotorischen Kräfte anzuwenden ist. Um eindeutig entscheiden zu können, 
ob man die Verbindungslinie über eine Quelle hinwegschiebt, dürfen die Quellen nicht 
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entstehen oder verschwinden können. Dies ist aber offenbar bei magnetischen Quellen 
dadurch erfüllt, daß ein Nordpol nur durch Auseinanderziehen von einem Nord- und Südpol 
gleicher Stärke entstehen kann. Die Quellen der Potentiallinien bedeuten Wirbel der Strom- 
linien, und es ist eine Folge der Helmholtzschen Wirbelsätze, daß in der ebenen Strömung 
ein rechtsdrehender Wirbel nur durch Auseinanderziehen eines rechtsdrehenden und eines 
linksdrehenden Wirbels erzeugt werden kann. Bei diesen ebenen Feldern geht die Gleich- 
artigkeit also außerordentlich weit. Für räumlich ausgebreitete magnetische und hydro- 
«ynamısche Felder erfährt die Gleicehartigkeit Einschränkungen, weil die Kraftlinien auch im 
kaume Linien bleiben, während aus den Potentiallinien Potentialflächen entstehen, sofern sieh 
überhaupt eindeutige Flächen normal zu den Stromlinien legen lassen. Man muß sich daher 
im allgemeinen darauf beschränken, nur das hydrodynamische Geschwindigkeitsfeld mit dem 
magnetischen Kraftfeld zu vergleichen. Setzt man Geschwindigkeit und magnetische Feld- 
stärke gleich, so entsprieht dabei dem Magnetpol die Quelle und dem stromdurehflossenen 
Draht der hydrodynamische Wirbel, in bezug auf das Induktionsgesetz sind dagegen gerade 
der stromdurehflossene Draht und die hydrodynamische (Quelle vergleichbar.) 

Während die Kraltzesetze an Quellen, Senken und Wirbeln zwar ihre Form nahezu 
beibehalten, wenn man von der Hydrodynamik zur Gasdynamik übergeht, dagegen ihren 
Anwendungsbereich zum großen Teil einbüßen, muß das hydrodynamische Induktionsgesetz 
einem ähnlich gebauten gasdynamischen Induktionsgesetz entsprechen und zugleich seinen 
Anwendungsbereich einigermaßen beibehalten, weil es nur von Druckunterschieden der nicht- 
stationären Strömung gegenüber der stationären Strömung handelt. Diesem Druckunterschied 
entspricht die Förderhöhe an Gebläsen. Im folgenden wird daher die allgemeine Ableitung 
des gasdvnamischen Induktionsgesetzes angegeben, wie der Verfasser sie erstmalig im Sommer 
1936 in einem Kolloquium über Gasdynamik bei der DVL unter dem Vorsitz von E. Trefftz 
vorgetragen hat. In einem zweiten Teil wird dann gezeigt, daß das Drehmoment am 
Schaufelstern bei der reibungslosen Gasströmung auch bei Umfangsgeschwindigkeiten unter- 
halb der Schallgeschwindigkeit nicht wie bei der reibungslosen Flüssigkeitsströmung alleın 
aus der nutzbaren Förderhöhe hervorgeht, daß vielmehr auch ohne nutzbare Förderhöhe 
linergiemengen vom drehenden Schaufelstern abgestrahlt werden können. 


I. Förderhöhe eines Radialgebläses. 


1. Ableitung des gasdynamischen Induktionsgesetzes. In der Neubearbeitung des Abschnittes 
Iydrodynamik für die 8. Auflage von A. Föppl „Vorlesungen über technische Mechanik“, 
Band IV, habe ich auf Seite 417 das „hydrodynamische Induktionsgesetz* abgeleitet. 
Beschränkt man sich auf eine verlustlose Gasströmung mit konstanter Entropie, so läßt sich 
lie Ableitung ohne weiteres auf Gase übertragen. 

"ür ein reibungsloses, schwerefreies Gas vom Drucke p, der Dichte o und der 
Geschwindigkeit w mit dem Komponenten «, v, w in den Richtungen der räumlichen 
Koordinaten .r, y, z erhält man in Abhängigkeit von der Zeit t folgende Bewegungsgleichungen: 


Op du Op dev Op dw N 
un #) R ( 2 #] . 
a +’ al oy "dt Be + 
Bei konstanter Entropie s gilt für den Wärmeinhalt © des Gases: 
j dp 
di he ET u 2 
() 
Durch Einsetzen dieser Beziehung in (1) ergeben sich folgende Gleichungen: 
Oi du ot dev ot dw 3) 
. & : I Er Me 2 Ar 
Or di O0y dt 02 dt 


Für eine bestimmte Zeit #-f, kann man diese drei partiellen Ableitungen zu folgendem 
totalen Differential des Wärmeinhaltes im Raume vereinigen: 


au , „dv. dm 
Fb Fk Ar 7 


DEE EEE EEE ° 
Trifft man nun die Verabredung, daß die Komponenten d., dy, dz eines räumlichen Linien- 
elementes, die in Gl. (4) nur für die Zeit ff, benutzt werden, für alle Zeiten die 


Komponenten eines an das Gas gebundenen Linienelementes sein sollen, das die mit dem 
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(‚ase bewegten benachbarten Punkte G, und @, verbindet, so ist in (4) folgende Umformung 
erlaubt: 


/ 
di iuda Hn.d „ -m-dz) nv (du vr. de m» (dam . | R (>). 
r 
. . x . . , a r R d d.r 
denn in diesem Falle gilt die Vertauschung der Differentiation : Ar (dr) A| 77) Au usw. 


Rückt man die an das Gas gebundenen Punkte G, und @G, auseinander, so kann man die 
in (5) angegebenen Differentiale längs einer an das Gas gebundenen Linie von @G, nach @, 
integrieren und erhält dann folgende Wärmeinhaltsdifferenz: 


(ia 
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BEN | ol 
s lt 


=,’ 0,'+%,’) alu.’ +90.’ +Ww) . . ®). 


\in dx n )» d Y-+ m: dz) 


G, 


Führt man statt der an das Gas gebundenen Punkte G, und @, 
die raumfesten Punkte /’, und P, ein, die zur Zeit t=f, mit 
diesen indentisch waren, so kann man die an das Gas ge- 
bundene Linie zwischen @, und @, noch durch jene Gaspunkte 
verlängern, die nach der Zeit t=1#, über die Punkte P’, und P, * 
hinweggestrichen sind. (Abb. 1). Die Integration längs dieser 
ebenfalls an das Gas gebundenen und daher im zeitlichen 
Wandel eindeutigen Verbindungslinie der festen Punkte P, 
und P, enthält gegenüber der in Gl. (6) verlangten Integration 
jeiträge, die aus der Verschiebung der Integrationsgrenzen 





hervorgehen und den Wert (w,? - w,’)- dt haben. Bringt man Abb. 1. 
(diese in Abzug, so erhält man [oleende Beziehung: Bewertng des Integrationsweges, 
P, 
d | | | 5 R | 
7 Zr FT \u-detrdy w.dz) „” m mi w,) 5 IM ! Ww,) 
« l u — 
P, 
oder 
P, 
| |. | ! | re d\ | Mr 
, + (u +09,?+ m,?) %ır5 LP aa Pole N erde krdytm-dz) A). 
P; 


Die rechte Seite der Gleichung stellt die induzierte Förderhöhe dar, die zwischen «den 
Punkten P, und P, erzeugt wird. Es ıst dabei zu beachten, daß es sich nicht um eine 
partielle Differentiation nach der Zeit handelt, sondern um eine totale Differentiation längs 
einer mit dem Gas bewegten Linie. Die Wahl der Linie zur Zeit #, ist willkürlich. Bewegt 
man diese einmal gewählte Linie nicht genau mit dem Gas, so entsteht ein Fehler, der den 
Wirbeln proportional ist, die sich zwischen der exakt mit dem Gas bewegten Linie und der 
falschen Verbindungslinie befinden. 


2. Anwendungen des Induktionsgetzes. In einer wirbelfreien stationären Gasströmung 
verschwindet die rechte Seite von Gl. (7), weil erstens das Integral wegen der Wirbelfreiheit 
unabhängig vom Weg gleich der Potentialdifferenz P, PP, ist und zweitens diese Potential- 
differenz wegen des stationären Zustandes unabhängige von der Zeit ist. 


Bei einer mit Wirbel behafteten stationären Gasströmnung verschwindet die rechte 
Seite von (7) nur für solche Punkte 7’, und P,, die auf derselben Stromlinie liegen. Legt 
man nämlich die Verbindungslinie von P, nach P, entlang dieser Stromlinie, so bleiben ihre 
sämtlichen Punkte auch später auf dieser Stromlinie. Der ganze Integrationsweg ändert sich 
mit der Zeit nur dadurch, daß eine in sich zurücklaufende Sehleife über den stromabwärts: 
velegenen Punkt P, hinausgeht, die aber zum Integral nichts beiträgt. Der Wert des 
Integrales auf dem restlichen Stück von P, nach P, ist wieder von der Zeit unabhängig, 
so daß die rechte Seite von (7) verschwindet. Das Verschwinden der rechten Seite von (7) 
bedeutet auf der Iinken Seite die Gültiekeit der Bernoullischen Gleiecehune für die 
(asströmung. 








a : Ztschr. f. angew. 
I \ ) > C IE Bi Zur (i In I\ namik des drehenden Schaufelsterns Math. und Mech. 





Bei der wirbelfreien aber zeitlich veränderlichen Strömung ıst der Wert des Integrals 
in jedem Augenblick unabhängig vom Weg gleich der Potentialdifferenz P,— P,. Da sich 


aber die Gesch windiekeitsverteilune mit der Zeit ändert, wird auch die Potentialdifferenz 
zeitabhängig und man erhält die bekannte Beziehung: 


tler 


| op 
! au pur wi) r N BEE: :: 5 0: SE ee 
Dies ıst die erweiterte Bernoullische Gleichune der niechtstationären  wirbeltreien 
(‚asströmung., 


Kine weitere Anwendung des Induktionsgesetzes ist für nıichtstationäre Gasströmungen 
möglich, die sieh periodisch mit der Zeit verändern. Man kann in diesem Fall statt der 
Förderhöhe ın Jedem Augenbliek leichter den Mittelwert der Förderhöhe für die Periode von 
der Zeitdauer T bestimmen. Integriert man nämlich die rechte Seite von (7) nach f über 
die Periode und dividiert dann durch die Zeit dieser Periode, so erhält man den zeitlichen 


\lıttelwert: 
© 


| | | 
7 | \(n :dx - ev: du-+ w-dz2) | \(u-d. t "cd — mw» dz2)| \ . . ; (9). 
|, | u} tu +7) 


Da das Geschwindigekeitsbild zur Zeit #, und f,—+ T dasselbe ist, bedeutet die oben angegebene 
mittlere Förderhöhe die Zirkulation in einem Momentbild des Geschwindiekeitsfeldes auf 
einer geschlossenen Linie von P, über P, zurück nach P,, die durch die Zeit T zu 
dividieren ist. 

In Abb. 2 ist gezeigt, wie man diese Vorschrift auf die 
sicher periodische Strömung in einem Kreiselrad anwendet. 
Man erkennt, daß die verlangte Zirkulation nach Gl]. (9) gerade 
mit der Zirkulation /'" um eine Schaufel übereinstimmt. Bei m 
Schaufeln und einer Winkelgeschwindigkeit des Schaufel- 


») 
sternes @ Ist die Periode veveben dureh T R danach er- 
mc) 


oıbt sıch also die Förderhöhe des Kreiselrades zu: 


] % Im: . g 

! = De ee 
/ nn 

Hiermit ıst die Bedeutung der Zirkulation um die Schaufeln 

des Schaufelsternes in bezug auf die Förderhöhe für sämtliche 





Gasströmungen ohne Entropievermehrung sichergestellt. Es 
bleibt jedoch zu untersuchen, ob auch das Drehmoment und 
\bb. 2. Drehender Schaufelstern. damit die Antriebsleistung in gleicher Weise von der Schaufel- 


zırkulation abhängt. 


Il. Drehmoment des Schaufelsternes ohne Fördermenge. 


Das Drehmoment des Schaufelsternes in ebener Strömung läßt sich aus der Differenz 
der Impulsmomente auf einem Kontrollkreis außerhalb des Schaufelsternes und innerhalb des 
Schaufelsternes ermitteln. Bildet man in Polarkoordinaten die Geschwindigkeitskomponenten 
in Riehtung des Radıus und des Umfanges ı°, und ,, wobei mw, positiv in der Richtung 
des wachsenden Winkels y gezählt wird, so ergibt sich auf dem Bogenelement r- dyr eines 
Kreises vom Radius r die Durehflußmenge o-,-r-dy. Den Impuls dieser Menge in 
Umfangsriehtung erhält man dureh Multiplikation mit »0,, das Impulsmoment dureh Multi- 
plikation mit »- 9°,. Durch Integration des Impulsmomentes über den ganzen Umfang erhält 
man ein Drehmoment: 


Bir U au er N 
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Wird die Fördermenge im Inneren des Schaufelsternes ohne Drall zugeführt. so läßt sieh 
ein genügend kleiner Radius angeben, auf dem noch keine Umfangskomponenten der 
(eschwindiekeit auftreten. In diesem Falle ergibt das Integral über den äußeren Kreis nach 
(il. (10) bereits das Drehmoment des Schaufelsterns. Bei einer Flüssiekeitsströmung mit 
o = konst. gehen die Geschwindigkeitskomponenten 0°, und w, beim Fehlen von Hinder- 
nissen außerhalb des Schaufelsterns keine Korrelation ein, so daß für die Integration über 
w,, der Mittelwert von ı*, vor das Integral gezogen werden kann. Der Mittelwert von ır, 
multipliziert mit der Diehte o und dem Kreisumfang 2r7 ist aber gerade die sekundlieh 
dureh den Schaufelstern geförderte Masse @. Daher läßt sieh bei Flüssiekeitsströmungeen 
foleende Zerlegung des Drehmomentes vornehmen: 


/ 


3 \wur-dy .m*, a AT > EEE 


Ilierin ist m die Schaufelzahl und /" die Zirkulation um jede der m Schaufeln, die letzte 
Umformung ergibt sich aus Gl. (Ya). In der Flüssiekeitsströmung ist daher sowohl eine 
Fördermenge als auch eine Zirkulation um die Schaufeln erforderlich. wenn ein Drehmoment 
auftreten soll. 

Da nach den Ergebnissen des vorigen Abschnittes die Förderhöhe auch bei der Gas- 
strömung direkt von der Schaufelzirkulation abhängt, hätte man eine gewisse Berechtieune 
zu vermuten, daß auch bei der Gasströmunge in der Gl. (10) keine Korrelation zwischen 
Durchflußmengee und Schaufelzirkulation eintritt. Um diese Frage im negeativen Sinne zu 
entscheiden, genügt aber ein einziges Beispiel, bei dem ein Drehmoment ohne Fördermenge 
oder ohne Schaufelzirkulation auftritt. Bei dem gewählten Beispiel tritt sogar weder eine 
Kördermenge noch eine Schaufelzirkulation auf, und trotzden erhält man bei höheren Gas: 
eeschwindiekeiten ein von Null verschiedenes Drehmoment. 





[47973 ur 2 


Abb. 3. Quersehnitt des mit mw» 5 Wellen versehenen Zylinders. 

Um die Strömung für den Fall verschwindender Durehflußmenge und verschwindender 
Schaufelzirkulation in großer Entfernung vom Schaufelstern wiederzugeben, kann man den 
Schaufelstern durch einen umlaufenden unrunden Zylinder ersetzen. Der einfachste unrunde 
/ylinder besitzt einen Querschnitt, bei dem ein Kreis vom Radıus A durch »e sinusförmige 
Wellen auf dem Umfang mit der Wellenamplitude A überlagert wird. (Abb. 5 für den Fall 
nd) Will man einen Sehaufelstern mit m Schaufeln in. seiner Wirkung noch genauer 
wiedergeben, so könnte man außerdem noch weitere Wellen mit den Amplituden A,, A,. usw. 
und den Anzahlen 2 u, 3m. usw. hinzufügen. Beschränkt man sich zur weiteren Verein- 
fachung der Rechnung auf kleine Amplituden A ım Vergleich zum Radıus A oder besser zur 

2 Rz A ® _ ’ ; R 
Wellenlänge 7; 80 kann man in der Gl. (S) das Quadrat der Gasgeschwindigkeit gegen: 
über den anderen Summanden vernachlässigen. Unter Berücksiehtigung konstanter Entropie 
nach Gl. (2) erhält man dann: 


or (dp oP 


konst. . es m 
Of 38 Of ; : 
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Aus dem Potential Pfr, y) ergeben sich die Geschwindigkeitskomponenten in folgender Weise: 


ap Io» 
| m Fe We a 13). 
Rh r [7 Y Q y ( } 


m, 


Hiermit erhält man die Kontinuitätseleiehune der niehtstationären Gasströmung: 


Vo o |O(r-w,) , d!#. 00 "DD Io» Io»! 
2 > ”—o z - 4 0) ‚ I14). 
Of r Yr Vy ot *-|Or "or ro y?| 


Aus (12) und (14) ergibt sıch die bekannte Gleichung der Schallausbreitung: 


"od Io IV" IV I 
Ib - Fr — a 


Or” r or ro y" «or 
in der a die Schallgesechwindigkeit des Gases nach folgender Beziehung ist: 


dyp i 
Pi 


Da der Druck und die Diehte bei den kleinen Geschwindigkeiten nur wenig von den Werten 
des ruhenden Gases p, und o, abweichen, kann a konstant gleich dem Wert der Schall- 
veschwindigekeit für diesen Zustand betrachtet werden. Durch Integration des Druckes beı 
konstanter Dichte ergibt sich aus (12) der Druck: 


a» - 
Pp=P»s 00} GE 


Als Randbedingung für die Differentialgleiehung (15) ist die Undurchdringbarkeit der Ober- 
läche des mit Wellen versehenen Zylinders anzusetzen. Zur Zeit {=0 besitzt der Zylinder 
folgende Radien r ın Abhängigkeit vom Zentriwinkel y: 


ID 4. sın m y (1). 
Wegen seiner Umdrehung mit der Winkelgeschwindigkeit »& (Abb. 3) erhält man die Abhängig- 
keit der Zylinderradien von y und Ef: 


‚wDeB- Amen : yore ee EM 


Hieraus foigt ein radialer Schlag bei der Drehung des unrunden Zylinders von der Ge- 
schwindigkeit: 
or 


N Amoecos m (y oh. 


m, 
Bei der Kleinheit der Amplitude ‚| genügt es, diesen Wert für die kadıalkomponente der 
Gasgeschwindigekeit vorzuschreiben. Nach Gl. (13) ergibt sich daraus die Randbedingung für 2: 


Ri) $D 


Amwcoeamlvy—@l) . : 2: x 2 » 2. SD). 
Ya), Rr 


m, 

( 

Da die Integration der Differentialgleichung für die Schallausbreitung an sich bekannt 

ist und es hier nur auf die Anwendung beim Schaufelstern ankommt, kann die Nebenrechnung 
und die Bestimmung der Integrationskonstanten weggelassen werden, wenn gesagt wird, daß 


die Aussonderung der Konstanten so erfolgt ist, daß bei der asymptotischen Entwicklung der 


L,ösune für eroße Radien nur nach außen laufende, keine nach innen laufenden Wellen be- 
rücksiehtigt wurden. Die hierdurch eindeutig gewordene Lösung Jäßt sich in den Bessel- 
sehen Funktionen erster und zweiter Art J,, und Y,, schreiben und lautet: 


‚jmor | mor\.. | 
) 11 | m 4 COS wIz u Im (N) / 7 O) HJ f |sin (m u’ Im (!) ! nude V) 
vE a A - De ; 21). 
mo R\” | /meo R\|’ 
Ye 1 II | | 
A | \oaj)l 
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Für den hierin enthaltenen, an sich unwesentlichen Phasenwinkel 5 gilt der Wert: 


‚m (!) R 
Ju \ Ad 
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Setzt man diese Lösung in die Gleichung für das Drehmoment (10) ein, so gelingt deren Inte- 
gration mit Hilfe der Formel'): 





.) 
I m(a): Ym 1.2) Ya): Im 14") Tb 
Man erhält dadurch das Drehmoment: 
.) 2 2 
2o,ma? A 
D= | Sn — (25) 
7 ( 02) ")- y u be o R\: 
1" m A | m \ Mm | 


Die zum Antrieb notwendige Leistung E=D:.«w entspricht der abgestrahlten Schalleistung. 
Um die Ergebnisse dimensionslos darzustellen, soll als Machsche Zahl M der Gas- 
strömung das Verhältnis der Umfangsgeschwindigkeit « zur Schallgesehwindiekeit a benutzt 
werden: 
u Ro 


M gt NE et 


Ad dA 


es soll ein Beiwert für den Bewegungswiderstand e„ gleich dem Drehmoment D dividiert 


| 
durch den Staudruck q9= , 0, W°, die Mantelfläche des Zylinders F—=2Rr und den Radius R 


eingeführt werden: 
1) 


0, W-2R’n 


und ein zweiter Beiwert für die abgestrahlte Energie ce, gleich der abgestrahlten Energie 
E=D:.o dividiert durch q, F und die Schallgeschwindigkeit a gebildet werden: 





e | „ee re: 
Oy u”-a-2Rr 
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M=G 


Abb. 4. Widerstand bei Drehung des gewellten Zylinders. 


1), Vel. Frank-Mises: Differentialgleichungen der Physik 1930, 1. Bd. S. 414. 
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In «dieser Form sınd ın den Abb. 4 und 5 die Ergebnisse der Rechnune aufeetraeen. wobei 


als die Abszisse die Machsche Zahl und als Ordinate die Beiwerte e,. bzw. ec, verwandt 


wurden. Die an «den Linienzüzen anzerebenen Werte ım bedeuten «die Anzahl Wellen auf 
dem Kreisumfane. Die Ordinate besitzt als Einheit einen Wert, der aus der Amplitude 4A 


und der Wellenlänge L bzw. der Amplitude 1, der Wellenzahl m und dem Radius R 


eebildet ıst. 


Aus den Abbildungen erkennt man. «daß das Drehmoment und ebenso die abzestrahlte 
nerzie nur für «die Flüssiekeitsströmung und für die Gasströmung mit sehr kleinen Ge- 
schwindiekeiten verschwindet. Im Unterschallbereieh ergibt. sich bei wachsendem m ein 
immer erößeres (Grebiet, in dem keine nennenswerten Drehmomente auftreten. Das Maximum 
von €,. liegt stets bei der Machschen Zahl 1. 
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\hbb. 5. Energieausstrahlung bei Drehung des gewellten Zylinders. 


interessant, den drehenden gewellten Zylinder in einer ruhenden Gasströmung 
und den von &. J. Tavlor behandelten ruhenden gewellten Zylinder mit einer Zirkulations- 
<trömung zu vergleichen?) Während dort festgestellt wurde, daß aueh noch bei Überschreitung 
der Schallgeschwindiekeit abklingende Störungswellen auftreten, ergibt sich in obiger Rechnung 
umgekehrt, daß aueh schon unterhalb der Schallgeschwindigkeit die Störung bis ins Unend- 
Beide Fälle vereinigen sieh bei mx, d. I. großem Zylinderradius im Vergleich 
zu der sehon vorher von J. Ackeret behandelten ebenen Platte mit sinus- 


ls ıst 


liche reicht. 
zur Wellenlänee. 
förnnmeen Wellen’). 


Zusammenfassung. 1;s wird am ebenen Schaufelstern gezeigt, daß bei der Gasströmung 
mit konstanter Entropie die Förderhöhe eines drehenden Schaufelsterns wie bei der Flüssig- 
keitsströmune allein von der Zirkulation um die Schaufeln abhängige ist. Im Gegensatz zur 
lüssiekeitsströmung erhält man aber bei dem frei drehenden Schaufelstern in unendlicher 
Gasmasse ein größeres Drehmoment als zur Erzeugung der Förderhöhe nötig wäre, weil durch 
die periodische Störung, die vom drehenden Schaufelstern ausgeht, Schallwellen mit endlicher 
Diese Energie erzeugt einen Widerstand, der bei kleinen 


nergie ins Unendliche abwancdern. 
und bei Überschreitung der Schall- 


Umfaneseeschwindiekeiten mit hoher Potenz beeinnt 
vesehwindiekeit in den Wellenwiderstand der mit Überschalleeschwindigkeit geradeaus bewegten 
körper‘) übergeht. 197 


‚G. J. Taylor: ZAMNM Io, S. 3534, 1050, 


J. Ackeret: Helvetia Phys. Acta 1, 301 (19,8). 
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Über die Versickerung von Wasser aus Kanälen in tiefen 
Grund. 


Abhandlungen zur Hydrodynamik VIII. 
Von Georg Hamel in Berlin. 


1. Das Problem der Versickerung von Wasser aus Kanälen oder Flußläufen in sandieen 
Grund, in dem das Darevsche Filtergesetz gilt, ist wiederholt behandelt worden, zuletzt von 
Herrn Wedernikow in dieser Zeitschrift‘). Trefftz hat zusammen mit L. Hopf zwar 
nicht gerade dieser Aufgabe, aber der Grundwasserströmung überhaupt eine grundlegende 
Untersuchung gewidmet?). 


Bisher konnte man von unserer Aufeabe Sonderfälle lösen. Wir wollen sie hier in 
eewissem Sinne mit einfachen funktionentheoretischen Mitteln vollständie lösen. 

Wir setzen ebene, stationäre Strömune voraus: in unendlieher Tiefe. also für 7 —>- x 
soll Parallelströmung mit der bekannten Geschwindiekeit %k eintreten. 
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Abb. 1. Abb. 2. 


ABC seı der Querschnitt des mit Wasser gefüllten Kanals, aus dem Wasser in die 
Tiefe siekert. ==0 sei der horizontale Wasserspiegel, 2, seine Breite. Der Einfachheit 
halber sei Symmetrie zur «-Achse vorausgesetzt. .r sei nach unten gerichtet. 


Die Allgemeinheit besteht in folgendem Sinne: Wenn es gelingt, die Kurve ABC in der 
Form einer verallgemeinerten Zykloide, d.h. als Überlagerung von Epizykeln darzustellen, 
d.h. mit Hilfe eines geeieneten Parameters », in der Form 


y y . “ 
nr \ a„ecos(2n—+1w, v=bo-+ I a,sin?n+1e, - n =. 
2 « m ” 


7) u) n ) 


so ıst «das Problem gelöst. Wir werden sehen, daß diese Form bestehen muß. Es gelten 


. RR ; ' . 0 7ı , 
dann weiter: für die Kurve © D{mit 1 =b>8 
| (In ka 
y=T7q4-<(-DM"ane ?4 


an der Linie ABC für die Gesechwindiekeit 


| | 7 \' 


H ın IR ) 


(1; 


(n-+1l)a, ent) 


Von dieser Theorie aus gesehen, ist der einfachste Fall 
K=M,COS m, „ he Ha, sin m, 


I, Wedernikow: „Über die Siekerung und Grundwasserbewegung mit freier Oberfläche.* Diese Z., Dd. 17, 
Hleft>5. Ferner: „Versiekerungen aus Kanälen“ in „Wasserkraft und Wasserwirtschaft", Je. 29, 1934, siehe auch Jg. 30, 
1935. Vergleiche dazu Kozeny: „Grundwasserbewegrung bei freiem Spiegel, Fluß- und Kanalversiekerung* in der 
selben Z. 

>, Hopf und Trefftz: „Grundwasserströmung in einem abfallenden Gelände mit Abfanggraben in dieser 
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d.h. .1 RC ıst ein Zykloidenbogen. Hierzu siehe die genannten Arbeiten. 





Die Tiefe OR ist dureh .r =.24, 
ne | | N n 
die Breite 0 dureh Ur Y 1; ‘4 _ U. \ I) 
vegeben. 14 bedeutet die halbe versickernde Wassermenge. | 


2. Durehführung. Wir setzen als bekannt voraus’): Die Strömung besitzt ein Potential 
( Fiy f(2) mit 2= e+iy. 


Is eilt ferner für sehr langsame Bewegung, die wir wie üblich annehmen wollen, statt der 
Bernoullischen Gleichung unter Vernachlässigung des Quadrates der Geschwindigkeit 
p 
Je 1. ( — (CONSst . 
Diese Gleichung «dient zur Berechnung des Druckes und gibt für die Ränder EA und ED die 
Bedineunge 


wenn wir auf ABC, wo g konstant ıst, 9-0 annehmen, 


Weiter ist € D eine Stromlinie mit =, .1E eine Stromlinie mit y= 4. 


Somit ist unser Gebiet der x, „Ebene auf den Halbstreifen A’B’CU’D’E der f=ı +iy- 
bene abzubilden. Abb. 2. 


Wir wissen noch, daß auf €" D’ und auf 1 Egg =eke gilt. 
Wir studieren zweekmäßie als Funktion von f die Funktion 


u 3, - By | is 
\ (/) ız 1. / II ıy g’ (1q 1 y)). 


Sie wurde von Hopf und Trefftz 1921 eingeführt, später erst von Joukowskv. 


W ist offenbar reell auf A’E’ und auf €” D”. Mithin können wir sie an diesen Graden 
spiegeln (nach H. A. Schwarz). In P, hat \V den konjugierten Wert W von dem Wert W 
in P. Oder es ist 

Wor+2gy-w)d=Wp-+iy). 
Derselbe Wert herrscht wegen der Spiegelung an .Y Ein P,, dem Spiegelpunkt von I’ 
zu A'E. Es ıst aber 
/r, =/rs, +tıt, 
d.h.W hat die Periode tgr. 
Wegen der vorausgesetzten Symmetrie Ist noch 
Up: = Ip,, !p !p, . / P / P’>s» Y u Fr, 
also der Realteil von W antisymmetrisch, der Imaginärteil symmetrisch, also 
Ip, I» Ir, oder Vıf+2yg !) win). 

Mithin existiert W regulär in der rechten Halbebene von f. Im Unendlichen (# >—+ x) 

der reehten Halbebene konvergiert IW gegen null, weil dort die Parallelströmune mity=k.r, 


»—=hk9y herrschen soll. 


3) Siehe außer den genannten Arbeiten Hammel: „Über Grundwasserströmung*‘, in dieser Z., Bd. 14. Ferner 
das Buch von Robert Dachler: „Grundwasserströomung*, Verlag Julius Springer, Wien 1956: insbesondere Seite 101. 
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Deshalb bilden wir zweckmäßig die f-Ebene durch 


(y+tiw), 
” 2q 


- 


auf den Einheitskreis der Ebene so ab, daß Pp>-+89,[L 0, dem Streifen der Breite Iy 


Yu 


bereits der volle Einheitskreis entspricht, auf dem selbst wegen g —=0 


. 
ji 
{ p 2q 
eilt. Abb. 3. 
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Abb, 3; Abb. 4. 


In diesem Einheitskreis ist dann W eine eindeutige, reguläranalvtische Funktion, die im 
Nullpunkt null wird und also die Darstellung 


Wei Na, 


vestatten muß. Für y=0 ist 9-0 und deshalb [= e -* reell, W aber rein imaginär, 


. “ * 4 *) . D 
Wegen W(f- +24 Wıf) gilt dasselbe für y=2g, also auch für £ e  -*, Mithin 
sind alle a, reell. Ferner gilt 
y N 


PM 


für alle reellen Z: also sind die a, mit geradem Index null, es bleibt nur 


I. 
Y ’ 
1 ; B; a, nH! 
"n 0) 


Nun war 


Also ereıbt sıeh j 


als Ereebniıs. oder zerlegt 


| e | (2n-+1)4 7 | i (nm I)y 
„e 4 H2a,e 24a COS, (In HI, 7] 2 


. di, 
> I; 34 NZ Iy’. 
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Für die lame ABC gilt wegen y = 0 


u 7 | ” u 4 
e=24,6085.(2n+1l)y, 7 v— 20,805 
( I: 2 


Zn-+l)y. 


Insbesondere ist für den Punkt C, wo 9=0, y = g Ist, #«=0 von selbst erfüllt, 
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Damit ist der wichtieste Teil des Satzes bewiesen. man hat nur noch 


-) 


T U’ A | 
(‘) = und I, l 
4 zı k 
zu setzen. 
Atıs dem obieen 
| 2 mn I) / 
„Itrzae *" 
kann nun alles abeelesen werden: 
Die Kurve © D ist wegen y=y und q kr dureh 
| . nn -+N)Kkr 
y-r9-:-1raye®o 
eeeeben, die Gesehwindiekeit dureh 
| ıdz | „T ur en I) / 
: z In l)a„e 
te HH 3 De 
An der Wassergrenze ( () ıst dıe (veschwindiekeit 


| | -7 \ n i = iin + ]) ı N 


Zn+tl)a,e 9 
H In I; ) 


Damit ıst unsere Aufeabe erlediet. 


3. Beispiel, Bemerkungen. Für «den einfachsten Fall eines Gliedes (siehe Einleitung) folgt 


| | T ( l 
Gt 4 
" In 1% öq 
also an der Wasserfläche « " 
| | T / 
RE. u 


Daraus folet insbesondere 


Das Spiegelbild des Hodographen aın KEinheitskreis ist also ein Kreis init dem Mittelpunkt 


der Hodograph ıst selbst also auch einer. Man könnte von dieser Annahme ausgehen, 


diesen Sonderfall der zykloidisehen Begrenzung zu bekommen. 


Ist die Oberläche 1 BC gegeben, so entsteht die neue Aufgabe, sie in der angegebenen 
Weise dureh Epizykeln darzustellen. In der.Praxis wird man versuchen, mit zweı oder drei 


Koeffizienten «,. a,, a, eine befriedigende Annäherung zu erreichen. 


"oleende alleemeine Bemerkung verdient vielleicht noch Erwähnung. Aus der Periodizität 
der analytischen Funktion W, die sieh in der Darstellung von ., y widerspiegelt, folgt, 


JI 


jedes solehe Problem selbst eine analvtische Fortsetzung hat. Für = S50S-— gilt 
sin m) ale), yıı en) ad, 7 2a, r yie). 
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Bei Vermehrung um 2% kehrt .= wieder, y vermehrt sich um 275. Deshalb kann 
das Bild 1 stets zum Bild 4 vervollständigt werden. 


Über die Konvereenz wäre noch zu bemerken: Wenn wir annehmen. was wohl für 
die Praxis allein in Frage kommt, daß überall x und y stetige Funktionen beschränkter 
Schwankune sınd, so konvergieren die Reihen. Sollte sich aber doch das Bedürfnis heraus- 
stellen, einen alleemeineren Fall zu betrachten, so sind die Reihen in dem Sinne 


»—=lim DZa,r?:"tlcos(?n+Do, 
r 1 
: u 9 | . ® | 
y-lımz2a,r:"!Isın(?n +l)o +bo 
Deu 


zu verstehen. 


Endlich möchte ich noch auf die Wiehtiekeit der Annahme im Unendlichen 
hinweisen: gleichförmige Bewegzune mit y "2 —>V0 überall, nicht nur am Rande. Macht man 
diese Annahme nicht, so gibt es noch andere Möglichkeiten. So ist die Bemerkung des Herrn 
Kozeny in der genannten Arbeit zu verstehen, der die Ansicht aussprieht, daß zuweilen 
statt unserer, ın eine Vertikalströmung konvergierenden Bewerzunge auch stark divergente 
Bewegrungen möglich sind, wie es z. B. seinem Ansatz (in unserer Bezeichnung) 


d.h 
Sof zı I | u; 7 1 | 
Hr «BD] 1 COS 1 D, 7 a zu y Sm yr- ' 
-) / .) / u € .) f -) . / 
2g >y , 2a 2 /, 
entspricht. Hier ist wohl für bg, & „. 1. wie es die Randbedinenng erfordert, für q v0, 


also die Wassererenze. Ist 


KL (COS u) _ [2] ı/’ oder Rn y IUCOS HM, 


- 4 


d.h. ABC ıst eine eos-Linie. Aber es ist nieht richtig, zu behaupten, daß dies die einzige 
Lösung in diesem Falle sei, und daß die besondere Gestaltunze des eos-Borens die divereente 
Strömung erzwinze. Diese kommt vielmehr daher, daß im Unendliehen 


d: | . 


’ ———— > Iy u, also H iv>d—. 
df " ir | 


und daß infolzeedessen der Druck zeren x eeht. Kın unendlich eroßer Druck im Un- 
endlichen zwinet die Flüssiekeit. zur Seite zu weichen und nieht die Natur 


des Borens ABC 


Wıll man für den eos-Boren eine Strömune haben. für die im Unendhiehen überall der 
Außendruck der Atmosphäre herrscht und infolgedessen überall  kr>0, so muß man 
den eos-Boren ın der oben anzezebenen Weise darzustellen suchen. aus 


Mh COS NA 2 («os (In Hr Im. 
T T 
y .. -) ) Bau s £ 
y=bo»-+2a,sn(2?n +1) füı - m 


die a, und b zu bestimmen suchen, was angenähert leieht möglieh ist. Man darf dabei keines- 
wegs unser g mit dem des Herrn Kozenv verwechseln, denn beide Strömungsarten werden 
verschiedene Wassermengen liefern. 794 
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Beitrag zur Beurteilung des Spannungszustandes einer 


gelochten Scheibe. 


Von H. Hengst in Rheinhausen/Nrh. 


DD: Spannungszustand einer Scheibe mit kräftefreier Bohrung ist erstmalig von G. Kirsch 
angegeben worden. Dabei sind die Scheibenabmessungen im Vergleich zum Durchmesser 
der Bohrung unendlich groß angenommen. Er erhält als Tangentialspannung am Innenrande 
bei eleichförmiger Zuebelastung: 


0G=cC(] OR; A  ; ° 


In der folgenden Arbeit verziehte ich auf die vereinfachende Annahme unendlicher Scheiben- 
abmessungen und berechne die Tangentialspannungen am Innenrande einer Quadratscheibe 
aus einer schnell konvergierenden Reihe. 

Die Definition des ebenen Spannungszustandes am differentialen Prisma führt mit dem 
Ilookeschen Gesetz, den Gleichgewiehts- und Verträgliehkeitsbedingungen unter Benutzung 
einer Spannungsfunktion F nach G. B. Aıry zu 


0 FF 0 F 0 FF ’ 
7 7 0, — ar T, (2). 
Toy sr; nn 0e0y 
Damit werden die Gleicheewiehtsbedinzuneen 
- Ef; Fr Pr 
0x 07, 0X 7) 


befriedigt und die allgemeinen Differentialbeziehungen durch eine einzige Veränderliche F 
angegeben. Die Differentialgleichung des elastischen Spannungszustandes heißt dann: 


























| r E Fk IAF=0 (4 
Nur ( Be OD .r? N ı 
hy 
- » 
- 1 o 
+ . 
+ » 
- | “L y Has 
2 + | Pe A er | Has 

- "Q | \ . 2 

. 
= | x > » ds 
+ | \.9 » 
- N \ » x 
- >> 
ae - 
2; | >» 

| x 
| : - 
- | I - 
- ir | u 
> | . 
- ( | a » 
-- he oe 
= a N 3 er 
\hbh, I. Abn. 2; \bb. >, 


Die Spannungsfunktion F muß Jedoch nicht nur die Gleichung (4), sondern auch die am 
ande vorgeschriebenen, von der Begrenzung und Belastung des Svstems abhängigen Be- 


dingungen für (2) erfüllen. An einem Randelement ist: 


öoyh-de vr h.dy I .(ds. rh-de+o. . h-dy=+=zds ....0.6), 
OF da Fi dy d (® ! I FF de dFdy d re F' = 
0x’ ds rd Y ds IAs\0.x) h'’" Oro Y ds Q " ds ds \d y) u: 
Durch Integration ergabt sich: 
IF ( OF EEE 23 
Nu h \Hds+k nr en 5 ds+k,=+P+k, . . . (6a), 
1 A 
r F R F' * 
/ Kir dr _—-dyı+k, \( dd P’-dW+kh+k,y+k, . . .. .. (6b). 
4 m 
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Die beiden partiellen Ableitungen der Spannungsfunktion nach .« und y bedeuten also die 
Summe der y- und #-Komponenten aller Kräfte zwischen einem beliebigen Anfangspunkt A und 
einem Bezugspunkt S des Randes, die Spannungsfunktion selbst ist ihr Moment. Auf diese Weise 
entsteht eine für die theoretische Behandlung des Problems wichtige Beziehung zwischen der 
mathematischen Operation und ihrer mechanischen Auslegung. 

Die Konstanten %,, k,, k, sind bei einfach zusammenhängenden Bereichen willkürlich, 
da sie keinen Einfluß auf die Spannungen besitzen, welche nach (2) durch die zweiten Ab- 
leitungen der Funktion F ausgedrückt werden. Bei »-fach zusammenhängenden Bereichen 
müssen 3(n — 1) Konstante aus der Eindeutigkeit des Verschiebungszustandes bestimmt werden. 

Um die folgende Untersuchung auf ein beliebiges Koordinatensystem beziehen zu können, 
werden in (6e) die Ableitungen unter (6a) durch die Ableitung der Spannungsfunktion nach 
der Randnormalen ergänzt: 


dx & ’ d 7 d 7 y d.r 
S ) Pe zur rcosvy = - 
ds PN An ds 2 dn 
IF oF dx ,0dFdy dy dr 
( ( ( ' 
. r er u g—-.P -k,cosd# + k,sın d) ir Ge 
On dr dn dyadn "ds ds) ET . BC. 


Die Aufgabe besteht also in der Entwieklung einer Funktion, welche der Differential- 
eleichung AAF genügt und am Rande die unter (6b), (6e) vorgeschriebenen Werte annimmt. 
Kine bekannte Lösungsmethode dieser Randwertaufgabe ist das „Verfahren von Ritz“. Dieses 
approximiert die Spannungsfunktion F.,,„ als Reihe von Funktionen eg y.,n, Welche die 
Randbedinzungen erfüllen, derart, daß die Abweichung im Sinne der Methode der kleinsten 
(Juadrate ein Minimum wird: 


Fan: panfdzdy=Min . . 2 2: 2 2 2 2 22. 


Die Lösung befriedigt also die Randbedingungen, ohne streng «die Differentialgleichung 
zu erfüllen. 

Im Gegensatz dazu hat E, Trefftz ın seinem Seminar für Technische Mechanik an 
der Technischen Hochschule zu Dresden vorgeschlagen, die Näherungslösunge mit Funktionen 
C»’Pyeonmy Zu entwickeln, welche die Differentialgleichung erfüllen und sich den Rand- 
bedineungen mit wachsendem » nähern. 

Hierzu zerlegen wir die Differentialgleichung vierter Ordnung 1.4 FO in zwei Gleichungen 
zweiter Ordnung 


IF— ® und Be .-. 3 3 3 5 5. Mh 


Die Spannungsinvariante P=0,—+0,, oder auf Polarkoordinaten bezogen P = 0, +0, 
ist nach (Sb) eine Potentialfunktion und bedeutet am unbelasteten Innenrande der gelochten 
Scheibe mit o,=0 unmittelbar die Tangentialspannung 09. Wir begnügen uns daher in Zu- 

„ 
kunft mit der Kenntnis der Funktion P und approximieren diese durch De, par, ,. indem 
| 
wir für 9,0,» Potentialfunktionen in r und d einsetzen und die Koeffizienten e, dureh die 
Bedingung bestimmen, daß das Fehlerquadrat 9 ein Minimum sein soll, also: 
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Auf die rechte Seite der Gl. (9) wird der Greensche Satz in der Ebene angewendet 
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und dabei beachtet, daß FF. Iy„dxrdy wegen Iy„=0 verschwindet. Das Gleichungs- 


system zur Berechnung der Koeffizienten e, erhält dann nach (9) und (10) folgende Form: 


‘ 
/ UN \ 


\ ( \ \; ;) drdy p « 9 l'- i : BR Er ra 
— ai ä vH (N 
Dieser Ansatz dient zur Berechnung der Spannungen am Innenrande der zentrisch ge- 
lochten Quadratscheibe. Daber werden der Nullpunkt des Koordinatensystems im Kreismittel- 
punkt und die Achsen .r,y zu beiden Seiten parallel angenommen. Die Ränder „= const 
erhalten eine gleiehförmige, stetige Belastung 4. Diese ist also zu beiden Achsen symmetrisch. 
Als Funktionen y,„ eigenen sich 


/ 
cosvrV. r’sınr dd, r "eosvr!), r "sınr dd. 


läßt man die Achse I = 0 mit der .- Achse znsammenfallen, so scheiden infolge Symmetrie 
des Systems und der Belastung die antımetrischen Funktionen Fr” sinvr d, r "sinr d und die 
Cosinusfunktionen mit ungeradem Vielfachen von 9 aus. Es bleibt: 


« Ü ec. vr cos?» er, r’cos4V)—-+ ec, r" cosb UV - Er 4 DE 
(12). 


| 


e,r "cos2V7P te. r cos4V—+ re, r”’cosbVU/ cc, r”’cossSı).... 
Die drei am Innenrande vorgeschriebenen Bedingungen liefern: 
F k.-c#k ‚Y-+ u 0 "cos 7 + 0. h, sın d R,, 
OF Aafdı AFd „ 


\ \ \ \ 


l’,- cos ı) k. . sın B; 
Mn ron ( ya . 


Die Funktionen y,„ und 09,0» sind zu beiden Achsen = und y symmetrisch, k,- cos 


ist jedoch zur y-Achse und %,-sin d zur .«-Achse antimetrisch. Das Integral der Produkte aus 
symmetrischen und antimetrischen Funktionen ist Null. Ebenso liefert #, keinen Anteil F\, da 


ne 
Vi; 03 


() 


N u y ’ 09 I f 
DS "ds=k, o\ 19 


für die gewählten Funktionen offensichtlich Null wird. Im Gegensatz zum Ritzschen Ver- 
fahren haben demnach bei dem Ansatz mit Potentialfunktionen die Konstanten k,.k,, hk, 
keinen Einfluß auf die Bestimmung der Koeffizienten e,. 


Trennt man im Ansatz (12) für P die zur Achse = 7/4 symmetrischen und antimetrischen 
Funktionen y, und spaltet ebenfalls die in Abb. I angegebene Belastung in einen zur Achse 
M r’4 symmetrischen und antimetrischen Teil (Abb. ta, 5a), so können beide Gleichungs- 


systeme unabhängig voneinander gelöst werden. Die Aufspaltung begrenzt die Integration 
auf den Bereich O<9<r4t, erleichtert die Berechnung der Randintegrale für die vor- 
eeschriebene Belastung und vermindert die Anzahl der unbekannten Größen e, eines Ansatzes. 


Die ” ec. hr. r!cos43V7 + e- rcossV) - e_r"?’cos4t V ee. "0088 ı . (13a) 


Dantin em cos2u B. y ecoshbh } — ef r "cos? Er, & ’ eoshb ) . i j E (13b\. 


} b = 


Analog der in der Baustatik bei Berechnung statisch unbestimmter Svsteme gebräueh- 
lichen Bezeiehnungsweise werden die nur von den Näherungsfunktionen y,. y„ abhängigen 
Beiwerte Vorzahlen, «die von 9, und der Belastung abhängigen Beiwerte Belastuneszahlen 
venNAannt. 










































7 y 
khassadadaaasahahhhh ITTTTT1"TTT071 
| | | 
Luz Z 
.— - Zu u‘ N - 

. I . 
- N - - [9 re »ga| + Fga 
2 4 m u 
== > gr r— 

.— ® » erw — 
R 9.7 .- u u | 
> N Ya .r DZ 7 un DE . 
u a en m >» es © a 
. » 7 F _— 
-_ » 1 
. > un + 4 
._ > r + 
.- 2a - | 

_— + - BED VEEEEBESGEREE u —— >» 
== 2 N = | 
.- >» En _———- : rTTT u 

BEER E | 2er „r II I II || B | II lı 
DEZE EZEZEEE ZZ .* ld N NEE 
h | 4 J 

\hb ın \hb, ıh Abh. te. 











jand 18, Heft | . ’ . ’ . . 
Februar 1938 Henzest. Zur Beurteilung des Spannungszustandes einer gelochten Scheibe 


47 





( ® + 


Die Vorzahlen a;.; = V2 (Ir#t"#’cos ulecosv ddedy setzen sieh aus Anteilen «a;j,’ des 
vollen (Quadrates und Anteilen «a;7" des Kreises zusammen. Für die Integration empfiehlt es 
sich. das Flächendifferential in r und 9 auszudrücken. Mit R= a/eos d werden: 


v4 1/4 
. at"tr’+?2 (eos 7 Jcosrı) 1, o rTurv+2 | 
Mi ii Mi r ıı tv wre (+r-+2 9 v Fıt rt? cos u Jecosrddd (ll). 
A 1) ) 


Kür die zahlenmäßige Durchführung wird der Integrant ın Potenzen von «os ) aus- 
vedrückt. Die Einzelintegrale ergeben sich aus den folgenden Rekursionsformeln: 


Br-.24 n— ] 
\ cos" Jd#= sın Jecos" "9-4 \ eos" "N dV, 
n „ 


-) 


sın Ü) n —2 TER 
j\eos rd). 


na | 
\cos"9 Ad pr N cost-19 m 
/ur Ermittlung der Belastungszahlen werden die am Umfang der Scheibe angreifenden 
Kräfte mit 4 bezeichnet, die Scheibendieke h ist 1. Damit werden die Randkräfte zu Rand- 
spannungen und lassen sich unmittelbar mit den Spannungen am Innenrande vergleichen. 
Der Anfangspunkt der Integration nach (6b), (Ge) hat die Koordinaten z=a,y-d. 
Symmetrie und Antimetrie von System und Belastung werden weiterhin verwertet und daher 
die Teile der F- und 0 F/d n-Flächen ausgesiebt, die bei symmetrischer Belastung zu «den 
Achsen 9 = z/4, 37/4 symmetrisch und bei antimetrischer Belastung hierzu antimetrisch sind. 
Die Integration erstreckt sich dann, ebenso wie bei den Vorzahlen, nur auf den Rand = «a, 
0<y<a. Die Abbildungen ta,b,e und 5a,b,e zeigen die Belastung mit den zugehörigen 
Flächen für Fund o Fion. 


Symm, Belastung: 
Am betrachteten Rande z= a, 0 ya ist 


ya’ cos’„ + |] 


oFıon + ga, F' 5 rn (Ida). 
Antım. Belastung: 
Am betrachteten Rande # a, 0 ya ist 
. ga’ 2co’ U —I] « 
oFlodn ee, F — ii Er are Km 


- eos” ı) 


Nunmehr sind nur noch die Funktionen ,, der Näherungslösung und deren Ableitungen 
nach der Normalen am Rande z=a, 0 <Zy=a nötig. Diese sind mit R=-alcos d, Ogyyldn 
Oyn/d x; ds=dy und 


o ııh Q sur? dd l Q Er? d ı) h) n y Ri) var sın ı) COS ı) 
"u Cosi —. 
dr OR dx 0 dr oR 0 Ad 
3 cos u we IN sın ud: sin ı) r COS U cos ı) ic 
( az“ -——. und dggyldN naz"t—! 4 (l6a.b). 
> cost") die cost#—1y) 
. | 5 0 F' A Y] 
Die Belastungszahlen «;, | 1» r 55 F |ds ergeben sieh nach (15) und (16) zu: 
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Abb. a. Abb. »b, Abb. 0, 
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Hierbei gilt das obere Vorzeichen für positive, das untere für negative Exponenten ır. 
Die zahlenmäßige Auswertung der Vor- und Belastungszahlen, sowie die Auflösung der Be- 
dingungsgleichungen für die Koeffizienten e, ist für verschiedene Verhältnisse o:a durch- 
eeführt worden. Danach ist: 


Symmetrische Belastung g 








Nach der Zusammenstellung der Randspannungen 05 für verschiedene Verhältnisse von 
lLochdurehmesser zu (uadratseite ist bereits bei o=a/S eine gute Annäherung an die 


Lösung (1) für die unendliche Scheibe vorhanden, die bei dem symmetrischen Fall 0oy9=24 


0o—= als: DPD 04— 4(2,028 498 0,000 707 cos 49 0,000 000 eos S 9) 
T alt: Po, yl2119 101 0011014 cos 49 O,O0O0010 cos SW) | 
3 o—=s8als; P=o9 412,289766 — 0,0553 591 cos 49-0000 23T cos SW) (183). 
£ 0 al2: D 6, 412,582663 — 0.164303 cos 4 7 VID cos SS N) 
ei Antimetrische Belastung g 
E 0 aS: P=oy9—=g( 1.241393 eos? 9 0.000032 eos 6 9) 
Fi 0 at: D 6) y\ 2.049468 cos 2) VW ITD cos 6 W)) 
= 0 a8: D 6, TR 6.125481 cos 29 0.027 286 cos 6 N) (sh). 
; 0 a[2: P=0, 40. 10,064 655 cos 29 O,1I Tr cos 6) 
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4 und bei dem antimetrischen Fall 0, =4g:cos2# liefert. Die Werte der Reihenentwicklung 
ae e: a ' » . er ug 
+ (1Sa, b) sind bis zu o = a/2 brauchbar. Sie muß jedoch für größere Bohrungen und zwar 
3 hauptsächlich bei antimetrischer Belastung mit Gliedern e,,.r'"-cos 19 und höheren 
N Exponenten erweitert werden. 
Er Die Abb. 6 zeigt die Randspannungen og bei Zugbelastung auf zwei gegenüberliegenden 
e Seiten. Abb. 7 enthält einen Vergleich der Maximalspannungen mit den Nennspannungen 
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Fine praktische Anwendung der Analogie zwischen Über- 
schallströmung in Gasen und überkritischer Strömung in 
offenen Gerinnen. 

Von Th. v. Karman in Pasadena. 


1. Einleitung. Die hier mitgeteilten einfachen Berechnungen sind im Anschluß an eine 
rein praktische Frage entstanden. Die Wanderhöhung von gekrümmten Kanälen wird im 
allgemeinen so berechnet, daß man die Gleichgewichtslage für die mutmaßlich höchste Wasser- 
menge unter Wirkung der Schwere und Zentrifugalkraft bestimmt. Das Hochwasseramt der 
Grafschaft Los Angeles fand, daß die so berechnete Erhöhung nicht ausreichte, insbesondere 
wenn nach starken Regengüssen, wie sie in Kalifornien im Winter oft vorkommen, große 
Wassermengen in kurzer Zeit abgeleitet werden müssen. Es wurde richtig vermutet, daß die 
anomale Erhöhung des Wasserspiegels in der Krümmung mit dem Auftreten überkritischer 
Geschwindigkeit zusammenhängt. Solche Geschwindigkeiten treten auf infolge des starken 
(Gefälles, das bei den gegebenen topographischen Verhältnissen unvermeidlich ist. Es wurden 
Prof. R. T. Knapp und Dr. A. Ippen von dem California Institute of Technology beauftragt, 
Versuche über die Vorgänge in gekrümmten Modellkanälen auszuführen. In diesen Versuchen 
wurde zunächst die Wasseroberfläche für verschiedene Krümmungen und Gefälle, sowie die 
Geschwindigkeitsverteilung ausgemessen. Die Versuche wurden begonnen im Sommer 1935; 
ein vorläufiger Bericht erschien in den Transactions der amerikanischen geophysischen Union 
im Jänner 1956'). 


Man fand, wie es zu erwarten war, ein System von Wellen, die sich über dem Kanal 
kreuzen und den Linien gleicher Höhe der Wasseroberfläche ein Aussehen verleihen, das den 
Druckverteilungsbildern, die man mit Hilfe der Schlierenmethode in Gasen erhält, sehr ähnelt. 


Als es hieß. eine angenäherte theoretische Berechnung herzustellen, habe ich vor- 
geschlagen, die für Gasschwingungen bekannten Rechnungsmethoden sinngemäß anzuwenden. 
Die Analogie zwischen der zweidimensionalen Strömung eines Gases und der zweidimensionalen 
Wasserströmung in einem offenen Gerinne wurde meines Wissens zuerst von Jouguet 
angegeben. Die Analogie wurde weiter ausgearbeitet und weitgehend zu Untersuchungen 
von Gasströmungen benutzt von Riabouchinsky. Neuerdings hat Herr Preiswerk’) auf 
Anregung von Professor Ackeret die Analogie zur Untersuchung von Strömungen in Düsen 
angewendet. Mit Rücksicht darauf, daß der Gegenstand für Hydrauliker von Interesse sein 
dürfte, denen die Gesetze der Gasströmung weniger geläufig sind, werden die Gleichungen 
hier unmittelbar für den hydraulischen Fall abgeleitet. 


2. Gleichungen für zweidimensionale reibungslose Strömung in offenen Kanälen. Wir 
betrachten zunächst einen Kanal mit waagerechter Sohle und vernachlässigen die Reibung der 
Flüssigkeit. Es sei angenommen, daß die Kanalbreite im Verhältnis zur Wasserhöhe groß 
ist, so daß die Strömung als zweidimensional betrachtet werden kann. Die Sohle liege in 
der z,-Ebene; dann ersetzen wir die Geschwindigkeit der Flüssigkeitsteilchen, die in einer 
Normalen zur x y-Ebene liegen, durch einen Mittelwert. Die Komponenten der so definierten 
mittleren Geschwindigkeit in den «- und y-Richtungen seien ®,. und v®,. Wenn die Wassertiefe 
mit Ah bezeichnet und h als Funktion von x und y betrachtet wird, kann die Kontinuitäts- 
gleichung für die Strömung einer inkompressiblen Flüssigkeit in der Form 


oh OÖ Q 
Yu Pu 77 A ee 


reschrieben werden. 


Es sei weiterhin angenommen, daß die Beschleunigung der Flüssigkeit in der z-Richtung 
vernachlässigt werden und daher der Druck als eine lineare Funktion der z-Koordinate an- 
gesetzt werden kann: p=p,+tog(h — z), wobei o die Dichte der Flüssigkeit und p, den 

h 
er > i h? 
atmosphärischen Druck bezeichnen. Wir führen nun das Integral \(p - pJ)dz=P=og7 als die 


. 


ı) A. T. Ippen and R. T. Knapp: A study of high velceity flow in eurved ehannels. Der vollständige Bericht 
ist als Doktorarbeit des Herrn A. Ippen bei der Bibliothek des Cal. Institute of Teehnology erhältlich. 


2) Schweizerische Bauzeitung 1937, S. 237, 
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Druckkraft für die Längeneinheit ein. Alsdann können wir die Bewegungsgleichungen der 
zweidimensionalen Strömung in der Form 
op oP 

I) 


oha, ka he RR 


oh Ad 5 
- N hi y 


ansetzen; «a, und a, sind die Komponenten der mittleren Beschleunigung in der .- und y- 


Richtung, geereben dureh 
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Wir wollen uns nun auf stationäre Strömungen beschränken, die aus einer Parallel- 
strömung hervorgehen. Dann gilt infolge der Reibungs- und Wirbelfreiheit die Bernoullische 
Gleichung für jede Stromlinie mit der identischen Bernoullischen Konstante oder Gesamt- 


Ni 


enerele H: 
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Wenn wir nun die Kontinuitätsgleichung (1) für stationäre Strömung in der Form schreiben 


Or Or, | Oh Oh £ 
ER EAN FE ee re 
Br Ö „ h 0x Ö „ 
Oh Oh een 4 en 
und aus (4) , „und \ berechnen und in (5) einsetzen, erhalten wir die Gleichung 
(A ( 
ÖOv, 0%, VO Fr "xt, fe "y Q © "y Q "y 0 (6) 
Or Ooy  ghod« ah \d« a7, | yhoy 


Nun ist die Größe y gh gleich der Schwellgeschwindigkeit e, d. h. der Geschwindigkeit, 


mit welcher eine geringe Erhöhung des Flüssigkeitsspiegels in einen seichten Kanal fort- 
schreitet. Wir können daher (6) schreiben: 


Uy 


Or, . 
R N -=( ER ee > 
er ( „ 


'..\0%, U Vy[O0y 0%, 
(1 e FF e Fr ri 1 

Diese Gleichung ist identisch mit der Differentialgleichung für die zweidimensionale 
Strömung eines kompressiblen Gases, wenn die Schwellgeschwindigkeit durch die Schall- 
geschwindigkeit ersetzt wird. Um die Analogie zu vervollständigen, muß oh durch die Dichte 
des Gases, P_ dureh den Gasdruck ersetzt und das Verhältnis der spezifischen Wärmen gleich 
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4 > vesetzt werden. 


3. Annäherung für „niedrige Wellen“. Bevor wir zur Anwendung von Gl. (7) übergehen, 
soll die linearisierte Gleichung für den Fall kleiner Abweichungen von einer Parallelströmung 
in einem geraden Kanal von konstanter Breite angeschrieben werden. In diesem Fall er- 
halten wir eine Gleichung für die Größe h, die am leichtesten der Beobachtung zugänglich ist. 


IHR 


IR n 


Pen 


Wir betrachten eine parallele Grundströmung in einem weiten geraden Kanal von 
konstanter Breite, die dieser Grundströmung entsprechende Wassertiefe soll mit A,, die mittlere 
Geschwindigkeit mit 7’ bezeichnet werden. Dann sind die Beschleunigungskomponenten im Falle 
einer stationären Strömung, die nur wenig von der Grundströmung abweicht, angenähert gleich 


4 er ä 


x Q Ux ‚O Oy . ‚ ’ ' 

ER (y { pr ek Fi wobei v,= UÜ+v,., dy=Vy 

Br ‚1 . . D ' “. a , y ' \ r 

4 gesetzt und Glieder zweiter Ordnung in v, und »,' vernachlässigt wurden. Fernerhin setzen 
I wir h=h,+h' Die Gleichungen (2) lauten mit derselben Annäherung 

= ao’ \ Jh’ a’ NY h’ 

N ‚Or, en ‚OU, en 
x I ; ( ; I ‘f (5) 
7 Q hey: 4 Q My Q ze e Q „ 

4 und die Kontinuitätsgleichung 
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Wir differenzieren (9) nach x und eliminieren die Geschwindigkeitskomponenten mit Hilfe 
von (8). Dann erhalten wir die Gleichung 


0’ hr’ | * Ah N 
£ - (10). 
oy  \gh, NE 
E ii s ’ ug? 
Wie bekannt, hat diese Gleichung den Charakter der Potentialgleicehung, wenn Te | 
(JH, 
\ r ® Ihe ar ® ® y . 
und den Charakter der Wellengleiehung, wenn a, -1. Für diesen zweiten Fall schreiben 
e 0 
wir 7 | = 9°; die Größe 5 ist dann der Kotangens des Machschen Winkels «a, d. h. des 
JA, 


Winkels, den die Wellenlinien und die Stromlinien der Grundströmung einschließen. Die 
(41. (10) lautet dann 


"hr „Mh 
02 


- = (il). 
Oy’ "dr: 

Nehmen wir an, daß die Spiegelhöhe h ın dem Eingangsquerschnitt #=—=0 „gestört“ ist, 

so daß z. B. in einem Punkte #0, „1, h’ = f(n) ist. Dann können wir die Höhenverteilung 


„0. 3 | 
stromabwärts im Kanal dadurch bestimmen, daß wir je die halbe Störung , f()) längs der 


zwei Machschen Geraden unverändert fortschreiten lassen und die so erhaltenen Störungen 


\p’ 

’ Ge . \ „en } 

addieren. An der Seitenwand des Kanals gilt v», = 0, daher wegen (5) | 0: d.h. die 
| T 


Störung wird an den Seitenwänden unverändert reflektiert. 
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Abb. 1. 


Diese Feststellungen genügen, um den Vorgang beim Übergang von einem geraden zu 
einem schwach gekrümmten Kanal qualitativ zu beschreiben. Den gekrümmten Kanal mit 
dem Krümmungshalbmesser AR können wir durch einen geraden Kanal ersetzt denken, in 
welchem die Schwerkraft unter einem Winkel ö gegen die Vertikale geneigt ist, wobei Ö durch 


ro 


IR bestimmt ist. Wir können uns daher die Grundströmung mit einer 
( ı 


Wasserspiegelfläche denken, die um den Winkel ö gegen die Horizontale geneigt ist. Wenn d 
klein ist, gilt die Gl. (11) unverändert, nur daß A’ jetzt die Abweichung von der schiefen 
Wasseroberfläche bedeutet. Im Eingangsquersehnitt ist die Wasseroberfläche horizontal; die 
Strömung fängt also in #==0 mit einer linearen Störungsfunktion A’ fin) an. Die oben 
angedeutete Konstruktion gibt dann die in Abb. 1 dargestellte Spiegelhöhenverteilung, und 
es ist leicht zu sehen, daß die maximale Erhöhung an der äußeren Seitenwand in der 
Distanz x» b5 vom Eingangsquerschnitt stromabwärts auftritt und den doppelten Wert der 


u. 
statischen Erhöhung , , annımmt. 
2 gh 


die Beziehung tang d 


Denselben Vorgang können wir auch anders beschreiben. Wir ersetzen den leicht ge- 
krümmten Kanal durch einen geraden und nehmen an, daß-von dem Querschnitt z=0 an 
die Flüssigkeit außer der Schwerkraft einer Seitenkraft unterworfen ist, welche wir an- 
genähert gleichmäßig verteilt denken und deren Größe für die Masseneinheit der Flüssigkeit 
gleich 7 ist. Es ist leicht zu sehen, daß in diesem Falle (im allgemeinen für Kräfte, die ein 
. | 
Potential besitzen) die Gl. (11) unverändert bestehen bleibt, aber die Randbedingung an den 
Seitenwänden sich ändert. Die zweite der Gl. ($) lautet in diesem Falle 
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5 ’ oh ' £ 

so daß an den Wänden wegen r,--0 die Bedingung | ’ 1 eilt. Dann können wir der 
01 ı /f 


(l. (11) die folgende einfache Deutung zeben: 
Wir führen die Zeit # j; ein, ın welcher die Flüssigkeit den Weg x in der Richtung 
der Grundströmung zurückleet. Gl. (11) lautet «dann 


ol Zi (? 0°’ 13 

dy? 2 AwE (1). 

Diese Gleichung sehen wir als die Schwingungsgleichung für eine Flüssigkeitsmasse an, die 
l 

zwischen zwei parallelen Wänden y- +, eingeschlossen ist, und die zur Zeit =0 plötzlich 


unter die Wirkung einer konstanten, in der „-Richtung wirkenden Beschleunigung gesetzt 
wird. Die zeitliche Anderung der Oberfläche der schwingenden Flüssigkeitsmasse entspricht 
(den stromabwärts aufeinanderfolgenden Flüssigkeitsprofilen. Die Fortschreitungsgesch windig- 


! ( 
keit der Störung in der y-Riehtung muß gleich — gesetzt werden, wobei e=yygh, 
: I COS A e 
1 
C . vr. ” . r . . . 
und sin « „Ist. Wir werden sehen, daß diese Vorstellung besonders geeignet ist, die 


Dämpfung der Wellen längs des Kanales darzustellen. 


4. Die Oberflächenerhöhung längs der Wände nach der exakten Theorie der reibungsfreien 
Strömung. Wir kehren zu den exakten Gleichungen zurück, und leiten zunächst eine Gleichung 
für die Erhöhung der Wasseroberfläche längs der Seitenwände ab, eültie für den Bereich, 
bevor die gegenseitige Beeinflussung der beiden Wände beginnt. 

Die einfachste Betrachtung, die zu einer Integration der exakten Gl. (1) bis (4) führt, 
schließt sich an den Iinearisierten Fall an. Für einen infinitesimalen Bereich müssen die 
Verhältnisse denen, die dureh die linearisierte Gleichung dargestellt werden, ähnlich sein, 
dd. h. eine infinitesimale Störung schreitet auch in diesem Falle unverändert fort längs der 
zwei Wellenlinien; nur sind dann die letzteren im allgemeinen gekrümmt und der Machsche 
Winkel a wird nieht zwischen der Wellenlinie und der .-Achse, sondern zwischen der Wellen- 


linie und der wirklichen Stromlinie auftreten. Auch ist der Winkel « im allgemeinen 
veränderlich, da seine Größe dureh sın a = 5 bestimmt ist, wobei sowohl e=yygh als 
"p2gtHl Ah) im allgemeinen veränderliech sind. 


Nehmen wir nun an, daß im Eingangsquerschnitt h = Ih, = eonst gilt und die Geschwindig- 
keitskomponenten ©.==?,. ", 0 sind. Dann sind zunächst die Wellenlinien, die von den Punk- 


ah, 


ten dieses (uerschnittes ausgehen, gerade und unter dem Winkel «, = are sin zur x-Achse 


©) 
veneiet. Für das Dreieck ABC in Abb. 2 gilt deswegen h = h, und die Geschwindigkeit 
behält ihre Größe und Riehtung. An beiden Seiten des Dreiecks ändert sich Höhe und 
Geschwindiekeit infolge des Einflusses, der von den Wänden ausgeht. Nehmen wir an, daß 
an der Wand eine Änderung der Oberfläche um Ah auftritt, dann schreitet diese Störung 
nach dem oben Gesagten längs der Wellenlinie, die von der Wand unter dem Machschen 
Winkel a ausgeht, unverändert fort. Diese Wellenlinien sind in diesem Falle Linien gleicher 
Höhe, weil die zweite Schar von Wellenlinien, die von dem Dreieck ABC ausgehen, die 
Störung null tragen. Nun erfolgt die Beschleunigung der Flüssigkeit zufolge Gl. (2) in der 
Richtung des Gradienten von %h, folelieh muß die Beschleunigung senkrecht zu der von der 
Wand ausgehenden Wellenlinie stehen. 

Diese Bedingung läßt sich sehr leicht mathematisch ausdrücken. Es sei © die Ablenkung 
der Stromlinie von der ursprünglichen Riehtung, die Geschwindigkeit seı gleich ». Dann 

dv x a I) E 

sind die beiden Komponenten der Beschleunigung gg der tangentialen und » gg der 


normalen Riehtune. Da die Wellenlinie mit der Gesehwindiekeitsriehtung den Winkel «a ein- 
schließt und die Beschleunieune senkrecht zur Wellenlinie ist, so ist der Winkel zwischen 
Geschwindiekeit und Beschleunigung 90°’ -+ «a. Bezeichnen wir die Größe der Beschleunigung 
mit @, so werden die beiden Komponenten eleich 

dd I‘ dA) 


acos (WM! + a) asına und vo 


asın (WM --ua)=acosa. 
‚lt dt i 
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bang «u We | ae Re (ih). 
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Nun ist ,, - -h MH und daher 
dh » dv 0", m 
10 aa a 7 a (8) 


Diese Gleichung kann man auch unmittelbar einsehen, indem man die Anderung y.Ih, 
die einer kleinen Abweichung 4 der Geschwindigkeitsriehtung entspricht, gleich der Anderung 
des Impulses normal zur Wellenlinie setzt. 
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Abb. 2. Abb. 3. 


Gl. (15) ist die Grundgleichung zur Berechnung der Anderung der Spiegelhöhe entlang 
der Wand. Führen wir in (15) 


" yh h 

s-=H-h, tang a Ä / a 

ay Vvo’—gh 2HM 55h 
ein, so erhalten wir die Differentialeleichung 


dh 2(H Ayyh 
dO yV2H—3h (16), 
die sich elementar integrieren läßt. 


Zunächst erhalten wir eine sehr einfache Näherungsformel für den Fall, daß h IH oder 
» >c, Vernachlässigen wir h neben H, so wird (16) 


dh 'Z Ä MH w 
ag y:Hh wmd yh=zyl,+ 9. Ä ae 
Die genaue Integration von (16) führt zu 
& & f h . h 
I) yo» aresın 5 are sin| 3(H_ m" eonst ee 
H 
+.) 
oder 
ö h a 
-a=y3 are sin | + const a a u A 
hr 
2 
wobei h., = n HI die Grenzwassertiefe bedeutet. d.h. die Wassertiefe, für welche die Ge- 


schwindigkeit gleich der Schwellgeschwindigkeit ist 
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Nehmen wir an, daß für 90, a=a,,h=h, ist, dann ist 


IA | > lare sin | are sın | 


n.J dio. 


el 


h, 


‚h=-0, a=0 wird. Der so erhaltene nega- 
le, 


und man sıeht, daß für 9)=«a, |] 3 are sin | 


tive Wert von © ist die Ablenkung, für welehe an der inneren Krümmerwand die Strömung 
die Wand verläßt. Eine größere Ablenkung der Flüssigkeit ist nicht tunlich. In der Abb. 3 
ist die Kurve 
(-) | 3 aresın u arc sın - 
| 2 2(H—h) 
MH 


+.) 
«> 


dareestellt (Kurve a). Wenn wir von einem beliebigen Werte von ©,, h, ausgehen, geben die 
Werte WH für wachsendes © die Wasserspiegelerhöhung längs der äußeren, die Werte für 


; = JT 
abnehmendes © den Abfall der Wasseroberfläche längs der inneren Wand an. 9=(y3 1)5 


entspricht dem Unterschreiten der kritischen Geschwindigkeit. Dieser Winkel stellt die größt- 
mögliche Ablenkung von der kritischen Geschwindigkeit bis zur Höchstgeschwindigkeit Y2gH 
dar. Die entsprechenden Beziehungen sind für den Fall der Gasströmung mit Überschall- 
eeschwindiekeit von L. Prandtl ungefähr vor dreißig Jahren diskutiert worden. 


Wenn man die nach Gl. (15) sich ergebenden Werte mit den Versuchsergebnissen ver- 
eleieht,. findet man, daß die Gleichung sowohl die Flüssigkeitsspiegelerhöhung an der äußeren 
als die Senkung an der inneren Wand etwas überschätzt. In Abb. 3 sind auch einige ge- 
ımessene Kurven b und e nach den Versuchen des Herrn Ippen zum Vergleich eingetragen. 
Der gemeinsame Punkt der experimentellen und der theoretischen Kurve (bei 9 = 0,52 bzw. 0,3) 
entspricht dem Eingangsquerschnitt; die Höhen, die an der äußeren Wand gemessen wurden, 
sind an dem von diesem Anfangspunkt aufsteigenden, die an der inneren Wand gemessenen 
an dem absteigenden Ast der Kurven eingetragen. 


Die Gültigkeit der Formel (15) hört ın dem Punkte auf, in welchem die erste Wellen- 
linie, die von einer Wand ausgeht, die entgegengesetzte Wand trifft. Ich glaube, es wäre 
weniestens von theoretischem Interesse, die Berechnung mit Hilfe der von Prandtl und 
Busemann ausgearbeiteten Hodographenmethode weiter fortzusetzen, trotz der erwähnten 
Abweichung, über deren mutmaßlichen Grund wir im nächsten Paragraphen einige Betrach- 
tungen anstellen wollen. Allerdings ist die Berechnung dadurch erschwert, daß in der Nähe 
der inneren Wand offenkundig ein Stoß entsteht. Dies ist schon daraus zu ersehen, daß die 
von der äußeren Wand ausgehenden Wellenlinien sich überschneiden. Doch unter Benutzung 
der Stoßbedingungen, die leicht aufzustellen sind, oder der sog. „Stoßpolare* kann die Stoß- 
linie und das Stromlinienbild konstruiert werden, ähnlich wie es Herr Preiswerk für eine 
Strömung dureh einen düsenförmigen Kanal durchgeführt hat. 


5. Einfluß des Gefälles und der Sohlenreibung. In den bisherigen Berechnungen wurde 
horizontale Sohle und Reibungsfreiheit angenommen. Es scheint jedoch, daß die systematische 
Abweichung zwischen den berechneten und den gemessenen Wasserspiegelkurven mit dieser 
Vernachlässigung zusammenhängt. Es ist nämlich klar, daß das Gleichgewicht zwischen der 
Schwerkraftskomponente in der Bewegungsrichtung und der Reibung im Krümmer gestört ist. 
In dem Bereich, ın dem die Flüssigkeit durch die Ablenkung verlangsamt und die Spiegel- 
höhe gehoben wird, überwiegt die Schwerewirkung gegenüber der Reibung, während in dem 
Bereich, wo der Wasserspiegel sinkt, die Reibung relativ größer wird. In dem eindimen- 
sionalen Falle läßt sich das durch folgende einfache Rechnung zeigen: 

ou 


Nehmen wir an, daß die Sohlenreibung für die Flächeneinheit der benetzten Sohle ec; ", 


beträgt, wobei die Reibungszahl ec; angenähert als ein konstanter Wert angesetzt werden kann. 
Fernerhin nehmen wir an, daß die Reibung an den Seitenwänden wegen der großen Breite 
(des Kanals vernachlässigt werden kann. Dann ist die Schwerkraftskomponente im Gleich- 
gewicht mit der Reibung, wenn das Gefälle gleich ist 


PR 
(19). 


N ce ) 


Zyh, 
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Wenn nun A und » veränderlieh sind, so sagt die Bernoullische Gleichung 


1” 


! 
iz\87, Fhi=e Tg h 


oder 
d | m” ’ r oh, 
d\2g dia ch | 
und mit sina—!/? u sin «u, ah 
(D DR 
d (ev sın? «u 
1 S - N) 
dr E Y h) (1 sin? a | tu. 


Wenn daher @«>a«a, findet Energiezufuhr, wenn «<a, Energieverlust statt. 


In dem zweidimensionalen Falle können wir dementsprechend annehmen, daß an einem 
beliebigen Punkte der Sohle eine Reibungskraft in der zur resultierenden Geschwindigkeit 
entgegengesetzten Richtung wirkt, welche eine tangentielle Beschleunigung von der Größe 

sin?’ a, E . A 0.4 

IS der Flüssigkeit erteilt, während die Schwerkraft eine Beschleunigung 9s in der 
Richtung des Gefälles erzeugt. Dabei wurde angenommen, daß das Gefälle s konstant bleibt. 
Die Rechnung ist jedoch leicht auf den Fall veränderlichen Gefälles auszudehnen. 

Die Integration der exakten Gleichungen, einschließlich Reibungskraft, ist sehr kon- 
pliziert, da die Reibungskräfte kein Potential besitzen. Demzufolge wollen wir uns auf den 
Fall kleiner Störungen, d. h. linearisierter Gleichungen beschränken. Eine genauere Rechnung 
ist auch aus dem Grund kaum tunlich, da die Vernachlässigung der Reibung an der Seiten- 
wand im Falle sehr starker Spiegelerhöhung an der Wand wohl kaum erlaubt ist. 


In dem linearisierten Fall sind die zusätzlichen Beschleunigungskomponenten: ın der 


h 2%. vu, 
. m x . . ! y . . . ) 
»-Richtung s |, n und in der y-Riehtung s4 17 . Folglich lauten die Gl. (8) 
Zr e 
jr? Bi Oh h’ 20%. ty Ohr Bu _ 
( raus (1Ss ,. ( a8; 1) 
0x J 0x J h, J [ Nr J Q „ / Ü 
und die Kontinuitätsgleichung 
(° Pe "r\ „7 h' RN >) 
/ r I ir Ge ’ as). 
\02 07, 0x 


Wenn wir die Geschwindigkeitskomponente »,, eliminieren, erhalten wir die folgende Gleichung 


”h , %uh U?’9°h , 2s0dh sov 

0 Op ad Hi, dx U 0x 

welche zusammen mit der ersten der Gl. (21) A’ und ».' bestimmt. Wir könnten nun eine 
dieser Variablen eliminieren, indessen ziehen wir vor, dfe relative Größe der beiden letzten 
11. . s *. . - u . s n ) In 
Glieder in (23) abzuschätzen und eine angenäherte Gleichung zu benutzen. Wenn wir - = 
( Mu 

dx yoh 


‚ foleliech ıst 
( og ! V.r =) 


aus (21) mit vernachlässigtem Reibungseinfluß entnehmen, gilt 


qoW 
U? Odx°' 
U? >s oh’ 


Fällen ah I, so daß das letzte Glied im Vergleich zum vorangehenden no ohnehin 
h 0 %n NM 


klein ıst. Daher setzen wir für das letzte Glied den anzenäherten Wert ein und erhalten (23) 
ın der Form 


das letzte Glied in (23) angenähert gleich s Nun ist in den meisten praktischen 


Mh „oh Ohr | 
NT 7, Dr ic 
u .? 2s yh, . : 
wobel = | und x I+,, ,..) beträgt. In den meisten Fällen wird es genügen, 
4 7 h, \ ae I ) 
28 
2—= zu Setzen, 
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(sl. (24) hat den Charakter der Telegraphengleichung. Wenn wir zu unserer früheren 


ne .. ® r ® d“ ® er « * \ * 
Analorıe zurückkehren und die Zeit ! N’ einführen, so stellt Gl. (24) die Schwingungs- 
oleichung einer Flüssigkeitsmasse unter Annahme einer der Schwingungsgeschwindigkeit 
roportionalen Dämpfung dar. Folglich müssen wir stromabwärts eedämpfte Wellenberge 

| | 
und -täler erhalten. Dies ist auch im allgemeinen der Fall. 


Die Telegraphengleiehung kann in verschiedener Weise integriert werden. Wenn wir 


. . ’ nya 
für x =0 eine Anfangsstörung der Form h f(y)=2 a, cos ’ annehmen und an den 
; ) 
Oh’ 
Wänden | 0) ansetzen, so wird die Lösung 
(01 
\ 7 7 . 5} . 177 
J z v = - » 7 #7 . "IT" "u N Tı 7 an 
! 2 0,0 °P” 10082 - Tu 2 —p ‚a| cos . _.)). 
bp T4p® pe 4 pe h | 


A X u | 

Der Dämpfungsfaktor e ° ” oder angenähert e ?°”"° zeigt, daß im allgemeinen die Wellen in 
einem Kanal mit starkem Gefälle stärker gedämpft werden. Dies wird auch durch die Ver- 
suche bestätigt. Ein quantitativer Vergleich für relativ niedrige Wellen wäre erwünscht. Das 
vorhandene Versuchsmaterial bezieht sich meistens auf Fälle, in denen die Wellenhöhen von 
derselben Ordnung oder größer sind als die Anfangstiefe h,. 

Wenn man Gl. (24) für den Bereich zwischen der Wand und der von der Ecke des 
Kintrittsquerschnittes ausgehenden Wellenlinie integrieren will, führt die Riemannsche 
Methode zu einem relativ einfachen Ergebnis. Die Lösung, für welche an der Wand, d. h. 








l ri h’ U? © “ m } h . \ RR D . 
ya. ‚ und längs der Wellenlinie Bl - Y) die Erhöhung A’=0 ist, lautet 
“4 609 gE | Br 
u De 
It 9 = 1) 
A‘ 
> y’ 
x r . . 
U? Ai 
h’(z,y)=e ?P? Yl Berne A ee Zr 
J gR \ \2p | 
ı 
aa Töe o 2 &\ BG IB - f iR 
wobei die Variable : I—-] —y’° ist und } | ey: die Besselsche Funktion erster Ord- 
) - /) 
nung des imaginären ÄArgumentes ,„ „it bezeichnet. Es ıst 
- /)) 
2 4 z 
il) | = at 
v 3 Ta. Ta. 
pre 
a | 
‚p 5“ D 
af” Fi 
2 Ü 4 
Abh. 4. 





” 


In der Formel (26) erscheint wieder der Dämpfungsfaktor e > ;». Die Kurve in Abb. 4 stellt den 
Höhenverlauf des Wasserstandes dar, längs der äußeren Wand eines Kanals von einem Fuß; 
Breite und zehn Fuß Krümmungshalbmesser. Die „Gleiehgewichtshöhe* ist durch die strich- 
punktierte Linie angegeben. Die Dämpfung ist stärker, als sich nach Gl. (25) ergibt, viel- 
leicht wegen der endlichen Wellenhöhe oder weil die Wandreibung vernachlässigt wurde. 
Ich glaube, daß die hier entwickelten Methoden in manchen anderen hydraulischen 
Problemen Anwendung finden dürften. S06 
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Über die Behandlung von Stabilitätsproblemen mit Hilfe der 
energetischen Methode. 
Von K. Margwerre in Berlin-Adlershof. 


1. Einleitung. Der Kirchhoffsche Eindeutigkeitssatz sagt: Ein elastischer Körper 
kann unter ein und derselben äußeren Belastung eine und nur eine Gleichgewichtslage 
annehmen. In der Formulierung der energetischen Betrachtungsweise: das Potential // der 
inneren und äußeren Kräfte hat eine und nur eine Extremalstelle 


all ee Ra - a ’ | : 
und der Extremwert ist ein Minimum'!\. 


Der Eindeutiekeitssatz gilt unbeschränkt im Bereiche der linearisierten Klastızitätstheorie, 
d. h., solange die Spannungen o, r durch die Verzerrungen y;; und die Verzerrungen wieder 
dureh die Verschiebungen «, ®, w linear ausgedrückt werden können. Dann wird nämlıch 
die Funktion // in den Verschiebungen von höchstens dem zweitem Grade, und die geometrische 
Anschauung bestätigt unmittelbar, daß eine „Parabel“ zweiten Grades (positiv definite quadra- 
tische Form) eine und nur eine Minimalstelle (mechanisch gesprochen: Gleiehgewichtslage) 
besitzen kann. Die Sachlage wird eine andere, wenn man zur Untersuchung von Gebilden 
übergeht, deren Verhalten durch die linearisierten Verzerrungs-Verschiebungs-Gleichungen 
nicht mehr mit genügender Genauigkeit erfaßt wird. Es sind dies in erster Linie Körper, 
bei denen eine der Abmessungen klein ist gegen die übrigen, also schalen-, platten- oder 
stabförmige Gebilde. Ein Stab z. B. kann, ohne daß dabei die Spannungen die Propor- 
tionalitätsgrenze zu überschreiten brauchen, Ausbiegungen erleiden, welche die Dieke um eın 
Vielfaches übertreffen, und unter diesen Umständen sind in den Verzerrungs-Verschiebungs- 
Gleichungen die Quadrate der (Quer-)Verschiebungen durchaus nicht mehr klein gegen die 
linearen Anteile. Damit aber wird die Formänderungsenergie bzw. das Potential // von höherem 
als dem zweiten Grade in den Verschiebungen, und eine „Parabel“ höherer Ordnung kann 
natürlich mehrere Extrema (mechanisch: Gleichgewichtslagen) besitzen. 

Die Aufgabe der (üblichen) Stabilitätstheorie ist die Bestimmung derjenigen Systeme 
der äußeren Belastung, unter denen mehrere benachbarte Gleiehgewiehtslagen möglich 
sind („Verzweigungs*-Stellen des elastischen Gleichgewichts). Der Grund, die Untersuchung 
auf diese „kritischen“ Punkte zu beschränken, liegt darin, daß die Differentialgleichungen, 
die das elastische Verhalten im überkritischen Bereich kennzeichnen, im allgemeinen nicht 
mehr linear und einer analytischen Behandlung daher nur schwer zugänglich sind, während 
am Verzweigungspunkte selbst das Problem sieh noch „linearisieren* läßt?). 

Dieser rein praktische Gesichtspunkt hat aber auch zu einer gewissen (wie wir zeigen 
wollen: unbegründeten) systematischen Abtrennung der Stabilitätsprobleme von den 
übrigen Problemen der Elastizitätstheorie geführt, die ihren mathematischen Ausdruck meist 
in einer von der üblichen etwas abweichenden Formulierung des Prinzips der virtuellen Ver- 
rückungen findet gelegentlich auch schon zur Formulierung eines besonderen Prinzips 
geführt hat’). 

Das Prinzip der virtuellen Verrückungen sagt — in sejner in der Elastizitätstheorie üblichen 


Fassung — aus, daß bei einer virtuellen (d. h. geometrisch möglichen) Verrückung aus einer 
(rleichgewichtslage heraus das Potential der inneren und äußeren Kräfte 
N — A; +V 


unverändert bleibt: 
Heike . . rs ee: 


Das Potential der inneren Kräfte 4; ist gegeben durch die Formänderungsenergie (innere 
Arbeit), das Potential der äußeren durch das (negative) Produkt aus den äußeren Kräften 


*) In diesem Aufsatz werden Untersuchungen weitergeführt, zu denen der Verfasser dureh Prof. Trefiftz 
(während seiner Tätigkeit in der Deutsehen Versuehsanstalt für Luftfahrt) angeregt wurde. Fiir einen großen Teil 
der Arbeit (insbesondere die Abschnitte 5, 6, 9) verdankt der Verfasser sehr viel der engen Zusammenarbeit mit seinem 
Kollegen R. Kappus. 

I) Die Herleitung des Prinzips der virtuellen Verrüekungen (1.1) für das elastische Gleichgewieht z. B. im Hdb. 


d. Physik VI, S. 70. (Berlin 1928). Eine sorgfältige Begründung der allgemeinen Theorie des Verhaltens an der 
Stabilitätsgrenze bei E. Trefftz: „Zur Theorie der Stabilität... .* ds. Ztsehr. 13 (1933), S. 160 (weiteres Sehrifttuni 
siehe ebenda bzw. im Handbuch VI, 8. 277 ff.). — Von der Trefftzschen Betrachtungsweise machen insbesondere die 


Untersuchungen des 5. Absehnittes unten Gebranch. 

?2) Die Kenntnis des überkritischen Gebietes war überdies bisher für die Praxis von untergeordneter Bedeutung, 
weil „auszgebeulte‘* Konstruktionsteile als unzulässig angesehen wurden. Erst in den letzten Jahren ist man bei den 
Schalenkonstruktionen des Flugzeugbaus dazu übergegangen, größere Übersehreitungen der kritischen Lasten als kon 
struktiv unbedenklich zuzulassen. 


») Z. B. Th. Pösehl: Über die Minimalprinzipe der Elastizitätstheorie. Bau-Ing. 17 (1936), S. 160. 














Be 
Rei, 7.5 ß, 


Ale a En ET 


a 


.n ’ RR Ztschr. f. angew. 
38 u | Marguerre, Über die Behandlung von Stabilitätsproblemen Math. und Mech. 





und den Verschiebungen der Angriffspunkte®). Im Gültigkeitsbereich des Proportionalitäts- 
zesetzes ıst zahlenmäßig V 2 4,, wenn mit A„ die zwischen Null- und Endzustand von 
den äußeren Kräften unter Durchlaufen von lauter Gleiehgewiehtszuständen «zeleistete Arbeit 
bezeichnet wird. Das Prinzip (1.2) schreibt man daher gelegentlich auch in der Form’) 


BA:  —- 2 A)IED . . .: E83 Hr rn a 5 5. Bm 


Demgegenüber benutzt man in der Stabilitätstheorie als „Prinzip der virtuellen Verrückungen“ 
vielfach die Forderung’) 


as . 9 5 --. ı SGB Eurer ER er ee & 33 


Die vorliegende Arbeit wıll (an dem klassischen Beispiel des Druckstabes) zeigen, daß 
auch die Stabilitätsuntersuchungen am zweekmäßigsten im Anschluß an die eine Haupt- 
eleiehung (1.2) vorgenommen werden, wobei man nur im Ausdruck für die Formänderungs- 
energie folgerichtig die Glieder höherer Ordnung in den Verschiebungen beibehalten muß. 
Dieses Vorgehen ist vom praktischen Standpunkte aus notwendig, wenn man die Ver- 
hältnısse im überkritischen Gebiet mit untersuchen will, und vom systematischen Stand- 
punkte aus wünschenswert, weil auf diese Weise deutlich wird, daß man ohne alle zusätz- 
lichen Prinzipe auskommen kann. - Insbesondere wird die Betrachtung auch den scheinbaren 
Widerspruch zwischen den Gl. (1.3) und (1.4) in einfacher Weise klären. 

Die Rechnung selbst führen wir in den Abschnitten 2 bis 7 in der folgenden Weise 
dureh: Zunächst leiten wir die nieht-linearen Verzerrungs-Verschiebungs-Gleichungen eines 
Balkens her unter Beibehaltung der Grundvoraussetzungen der elementaren Balkentheorie 
(Ebenbleiben der Querschnitte usw.). Sodann stellen wir den Ausdruck für die Formänderungs- 
energie ‚|; auf, gewinnen vermöge der Forderung 


BE 4 ee DR NEE 


die Differentialgleichungen für die beiden Komponenten der Verschiebung und beantworten 
auf Grund der verschärften Forderung 


7 a ET 


die Frage nach der Stabilität der Gleichgewichtslagen. Zum Schlusse behandeln wir die 
eleiche Aufgabe mit Hilfe eines Ritz-Ansatzes für die Verschiebungen; auf diesem Wege läßt 
sich das Ergebnis der Stabilitätsbetrachtung besonders schön zur Anschauung bringen. 


2. Zusammenhang zwischen den Verzerrungen y;, und den Verschiebungen «, » der Stab- 
mittellinie‘). Sind E,,6&,, &, die Einheitsvektoren in den Achsenrichtungen, so ist, mit den 
Bezeichnungen der Abb. 1, der Ortsvektor eines Punktes der Balkenmittellinie vor der 
Deformation 


#8. 
nach der Deformation 
ei ai a a re BEN 


Ist \ der Einheitsvektor der Normalen zur deformierten Mittellinie, so geht ein beliebiger 
Punkt 


N .,+r2&,=x6&, +28, 
nach der Grundvoraussetzung der Theorie der Balkenbiegung über ın 


N * ) > 553 e- N) r e u N » ») 
R=er+rzN=-c + WE +HWE,+2ZN ... 0.02... (22) 


(S;) 


m II (6) 








— 


s ( -- - 
ö A7R u (!) £ / 


\bb. 1. Gedrüekter Balken. 


Gl. (1.2) gilt unabhängig davon, ob das Feld der äußeren Kräfte ein „Potential“ im Sinne der Physik besitzt 


oder nieht. Sind X; die Äußeren Kräfte, »; ihre Verschiebungen, so läßt sieh formal immer schreiben: I X; u; 
d.h, 1 “N; du;. (Die Kräfte werden nieht variiert). 
5)S. z.B. Th. Pöscehl:a.a 0. 


%) Verl. die entspreehende Reehnung für die Platte bei Margnuerre-Trefftz: „Über die Tragfähigkeit eines 
ZAMM 17 (197), S. 8. 


Plattenstreifens . . .* 
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Den Einheitsvektor W und seine Ableitung ”, erhalten wir aus 


K X N = (2.3) 
U. 
und 
K=at;,. 
Der Proportionalitätsfaktor « ergibt sich wegen 
E PU) Fe  ; ° 
d.h. Ri... N... =at," 
zu 
Klız (1x X GE) tx, IT, Ya 8,) 
(= > - 3 3 
Ir U U. 
Es ist also 
\ | | + Ux) Wex We Uxx - 
x 57 13/2 , (Z.)). 
(I+u + mr] 
und daher 
(l+u,))w.x Wr tra 
N,=r,+zN, =t.l1+2 x —_E En 2.6) 
A A x x\ 1 +1u,)? be w.?) 2 : 


r,=(1+u JE, +Ww,8&;l 


Die Komponente y,, des Verzerrungstensors erhalten wir durch die Betrachtung des 
Linienelementes. Das Quadrat der Entfernung zweier Punkte mit den Koordinatendifferenzen 
dx, dz ist vor der Deformation 

ds’ =dxe’+de?, 


nach der Deformation 
da = IF -NR,.dEe+ RAIN Rd Hd .. . . AN 
Aus der Änderung des Koeffizienten von d«*: 
xx” N. | 
ergibt sich die (nicht-lineare) Komponente der elastischen Verzerrung (die „Dehnung*) vermöge ’) 


n er .T&x "xx a0. 
tue Vitjrrie er. 5 as .. (28); 
nach (2.6) ist 
I+u)mwxr Miller (l+u) Wr We Uxrx) 
: | 2 co F re j X; 2) X xx X 4 6 
Y—= Zu, tu” + w,)-+ 22 AR 2029). 


(1+uJ’+m,R]” 


und aus (2,5) und (2.9) läßt sich „,, bis zu jedem gewünschten Grade der Genauigkeit errechnen. 


(I+-u,)”+ m, 


3. Formänderungsernergie, Potential der inneren und äußeren Kräfte. Wie in der 
„gewöhnlichen“ Balkentheorie gehen wir von der Annahme aus, daß der von den Querkräften 


herrührende Anteil der Formänderungsenergie’ klein sei gegen den aus den Längskräften 
stammenden, und setzen mit 


een Si EBEN 
an E 
4-5 \\S)awayaz Ä : \\\ (?&=) (?3#) +. dedydz rt RE 


Dann ıst durch (3.1) zusammen mit (2.9) die innere Arbeit im elastischen Bereich in aller 
Vollständigkeit gegeben. Eine rechnerisch brauchbare Form erhalten wir, wenn wir nach 
Potenzen der Differentialquotienten von « und w entwickeln. Um die hierzu notwendige 
Größenordnungsbetrachtung bequem durchführen zu können, schreiben wir y,. in der Form: 


| 


ID /xx /’o +2y,+2’ Ws; 


*) Hdb. der Physik Vl, S. 57. 
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und führen die Integrationen über y und z ın (3.1) aus. Bedeuten dann F die Querschnittsfläche, 
i deren Trägheitsradius, ! dıe Länge des Balkens, 4,, /,... gewisse von der Quersehnittsgestalt 


abhängige Zahlen von der Größenordnung Eins*), so lassen sich die y-z-Integrale in der folgenden 
orm schreiben: 


dydz=F, dyds=#W’F, [dyds=iA HF, erdydı=ı- "FF, 


und für 4; ereiıbt sıch 


! 





8 1.2332 (ap. ? 2m L.233 3. dım.w.2 Law. [7 4639.31 \ . 
1% 0 T 2 Zu iR 0 u, Yo y ‚) Ir, ! (4 y 2 r%Y, v 2) T Ay! Ü nn Kae Fa da 


Nun weiß man, daß die Zusammendrückung «, im kritischen Punkte von der Größenordnung 


| j | ist. Lassen wir zu, daß die größte Ausbiegung (der „Biegepfeil“) f von der gleichen Größen- 


ı. 


p | 
’ ’ | ‚  : 
ordnung wird wie i, so ist my? | E ) von der Ordnung |: der Zuwachs, den «,. infolge 
der Ausbiegung erfährt, ist (da er vom Vorzeichen von f unabhängig sein muß) proportional 


[ae u i er 
„| wie der kritische Wert von ux. Es ist also die 
| 17°] 

Gesamtzusammendrückung der Längeneinheit von der gleichen Größenordnung wie m,?, während 


n. eeVeEN (diese (‚rößen klein Ist. 


f”, also von derselben Ordnung 


“r 
+ 


Zr ai 1/.* \°] 
Ordnen wir unter diesem Gesichtspunkte und brechen nach den Gliedern | ») ı ab, so 


ereibt sıch 





! 
EF\f T W x we 
| \ıla -)+u [u = KR = 
-) | N .) \ ‘\ x ») | 
a I 2 2 2 /| 
IE 
.; „| m i Pr 
MW .x | I+u, er Zw; Wexllien 2 Wix u. uuer5 |, dr 
| Pad . | . 
(3.5) 
KF\jj “ m, Wwx\. 
) \ a ) (1 ww.) ur ) | .) 
u 
im... (1 —2u, — 2?) —2W, Wxx 1x l dr 
/u «diesem Ausdrucke für 4; gehört ein Mittelwert der Spannung 
ZUR E|\ ne | + er (3.4) 
) ‚10 iu. Tr ie 5 un nr 
or Nox‘ \ A N 2 S | 


Man bemerkt. daß in (3.3) die höheren Potenzen i*, i" usf. herausfallen, daß also die oben 


eingeführten Querschnittsfunktionen 7, 4,... bei diesem Grade der Näherung nicht in die 
Rechnung eingehen; der Ausdruck (3.3) gilt daher für beliebige Querschnittsformen. 

Die Untersuchung des elastischen Verhaltens auf Grund des Ansatzes (3.3) soll ım 
% Absehnitt vorgenommen werden. Es zeigt sich dort, daß die Beibehaltung der Glieder 6. 
neben denen 4. Ordnung eine Verfeinerung bedeutet, die praktisch im allgemeinen belanglos 
ist. Wir besehränken uns daher im folgenden zunächst auf die Glieder 4. Ordnung (2ter 
für o,), und setzen an: 


/ . / 
EF|\ en: | | 
R j .. x ” i .) = 
I; .) lm, ' 8 dc+t \n va du Ser er . I9.»), 
N N 
We 
L, | A 36 
ÖL Elu, er a ER 
. ; . 
s) Für den Rechteekquersehnitt ist z. B. 43 ht 


am . I} N . 
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Bedeutet ze die Zusammendrückung der Längeneinheit, P=pF 0. F' die Druckkraft, so ist 
(pF\(el)=V das Potential der äußeren Kräfte, bezogen auf den spannungslosen Ausgangs- 


zustand, und das Gesamtpotential // wird (wenn wir es gleich für den etwas allgemeineren 
Fall des eine elastische Bettung AK w erfahrenden Stabes anschreiben) 


II e- \la, + af + a \ Wu. 07 .. \ wdz—»Fel. ... . (30). 
ü ö 0 
Die mittlere potentielle Energie der Längeneinheit noch dividiert durch EF- - läßt sich 
also mit 2 .) darstellen in der Form: 
: FR - 
n=- llu+ arts \mrarts warte... . 88 


0 0 2 


Aus (3.5) zusammen mit der Forderung (1.6) 


'ı 77% En : :. 


gewinnen wir alle Aussagen über das Verhalten des Stabes an und oberhalb der Stabilitäts- 
grenze. 


4. Differentialgleichungen für die Verschiebungen «, w. Wir denken uns einen Balken, 
links («x —=0) gelenkig-starr zelagert, rechts (x =!) unter dem Einfluß einer zentrischen Druck- 
kraft P’ in waagerechter Richtung frei beweglich (siehe Abh. I). Als gegeben (d.h. als unab- 
hängige Veränderliche unseres Problems) betrachten wir 


entweder die waagerechte Ver- oder die Druckspannung 
schiebung des rechten Endpunktes p 
ul) el, p . 


Nach der Vorsehrift des Prinzips der virtuellen Verrückungen sollen bei konstant 
gehaltener Last die Verschiebungen derart variiert werden, daß die variierte Lage mit den 
geometrischen Bedingungen verträglich ist. Ist an einem Randpunkte die Verschiebung (bei 
unserem Problem also z. B. &) vorgeschrieben, so hält man den Punkt bei der Variation fest, 
damit nicht die Arbeit der (unbekannten!) äußeren Kräfte in der Rechnung stehenbleibt: ist 
dagegen die Kraft gegeben, so wird der (geometrisch nicht gebundene) Endpunkt mitvariiert: 
die Arbeit der äußeren Last (bei unserem Problem also Po u) geht dann in die Rechnung ein. 

Variieren wir in (3.5) die Verschiebung « (d. h. erteilen wir den Balkenelementen 
unter Festhaltung der Randpunkte bzw. der Last — eine virtuelle Verrückung in Richtung 
der Stabachse), so erhalten wir nach den Regeln der Variationsrechnung 


N 2 
( Wr 
-}: 0. 


ner 
( - A ») 


mit den Randbedingungen ‚ 14.1): 





uw) ed: ul) el: | "Id VO, I, 1 0 


bei Variation von w ergibt sich (unabhängig davon, ob e oder p als gegeben zu denken ist) 


Ö mr m 
.x\ * ») u. Tg )Wıex IM xexxx U —=V, 

| | (4.2). 
mit den Randbedingungen 





vr) =w(l)=w,,()=mw,.,(l)=0 


Die exakte Integration des Systems (4.1), (4.2) von nicht-linearen simultanen Differential- 
gleichungen bereitet hier keine Schwierigkeit. Aus (4.1) folgt 
| Ai % 


x 
17 ar konst. Br tr ste 


v=uld) —r, X \ 
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und unter Benutzung der Beziehung (4.3) nimmt (4.2) die Form an: 


€ IR 
0 
MWexxx + ;? Wıx 7 ;2 [IB er re nn 


Die Lösung dieser linearen Gleichung mit konstanten Koeffizienten lautet 


we —fsınz,e+-geosz,r+f,sınz,2+9,0082,, 


wobei x,. %, die positiven Wurzeln der biquadratischen Gleichung 


‚09 


€ I; 
x” u 5-2 | (4.9) 
v e 
sind: 
 & © h 
u ar ‚2 — (5 j? 


Zur Bestimmung der 6 Integrationskonstanten f, 9. f,. 9,. «(0), e, haben wir die 6 Rand- 
bedingungen (4.1) und (4.2) 








Ir), 90 +2%’9,=0, 
fsınz,/+f, sin, 1=V0, fx. sinz,!-+f, x," sinz,1=0, 
„IM, 
une 
| | 
mw.“ ) 
aha Ve ,, i et 5 
Lau | 
Ks ergibt sich”) 
# 1yzyruml)=) 
und entweder 
I=Vd, w=U, 
p 
€ € € y 
0 0 E 
(4.7). 
. ) 
u= Er, " n x 
oder’) 
ur 7 
f-+0 w=fsinu,e m=7 
6° 1? 2 
F —tk— =... .0% 020. 02% 2. » MB. 
j n? 
" a 3 19 
u "4+7z -sın N. 
ee . | 


ls gibt also, wie man sieht, zweierlei Gleichgewichtslagen: die gerade (f=0) und die gekrümmte 
(f-=-0®). Die gerade Lage wird durch p oder : eindeutig gekennzeichnet, die gekrümmte 


wohl durch & — denn die Amplitude f der Ausbeulung läßt sich an der ersten Gl. (4.6) ein- 
deutig bestimmen _ 
2’ 7° e 
[ Be rien ut 
1? 
»), Die Möglichkeit / m 4 0, 0, scheiden wir aus, weil die Lösung =; sin#ı x mit 
Pr ] 0 | &g? h 
ss ) ı t 9 N 


im Sonderfall 7 > 0 sinnlos wird. 
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nieht aber durch p. Aus der zweiten Gl. (4.6) folgt vielmehr, daß p selbst bei f==0 einen 
eanz bestimmten „kritischen“ Wert 


p Rem ,„..% Denn hie der Aa. N A 
nicht überschreiten kann'®). p ist daher als unabhängiger Parameter ungeeignet (anders als 


beim entsprechenden Plattenproblem '"')). Aus (4.) erkennt man, daß f nur für &e>e* von Null 
verschiedene reelle Werte annımmt. 





£._ XL wi; 
Ss 2l);* ( 21 beı k=0) n/n 
ı N 
c + 2 „€ € e « i ‚e € " « 
0 A732 7 Z 3 Gang / 1 
Abb. ?. Biegepfeil / über ®. Abb. 3. Last P über : 


In den Abb. 2 und 3 sind die Größen f und p in Abhängigkeit von & dargestellt. Die 
ausgezogenen Linien gelten für die Lösung (4.9), die gestrichelten für (4.7). (Durch die strich- 


punktierten Linien ıst das Ergebnis der verfeinerten Rechnung des 9 Abschnittes in 
einem stark vergrößernden Maßstabe angedeutet.) 


5. Stabiles und labiles Gleichgewicht. In der „gewöhnlichen“ Elastizitätstheorie kann 
man sich bei der Bestimmung von Gleichgewichtszuständen auf die Forderung 


all==V, d.h Halle. .:. .. 2 2 3 8 3: » BD 


beschränken, da die Zusatzbedingung ° //>0 (mechanisch: die Stabilität der Gleichgewichts- 
lage) dort wegen der Linearisierung ein für allemal gesichert ist'”); beim vorliegenden Problem 
aber müssen wir ausdrücklich die Minimalforderung aufstellen, da erst durch 


SII—=O, #I11>0d, d.h. Y=Miın . ...+::%.152) 


die stabilen Gleichgewichtslagen von anderen möglichen (den instabilen) Lagen ausgezeichnet 
sind. — Wir präzisieren den Begriff der Stabilität durch die folgende Verabredung '’): 


I. Wir nennen einen Gleichgewichtszustand stabil, wenn für alle benachbarten Zu- 
stände die potentielle Energie einen größeren Wert annimmt. 

2. Wir nennen einen Gleichgewichtszustand labil (instabil), wenn es mindestens einen 
benachbarten Zustand gibt, zu dem ein kleinerer Wert der potentiellen Energie gehört. 

3. Wir sprechen von der Stabilitätsgrenze (d. h. einem indifferenten Gleichgewichts- 
zustand), wenn es außer dem gegebenen Gleichgewichtszustand mindestens einen 
benachbarten Zustand gibt, dessen potentielle Energie ebenso groß ist, aber keinen, 
für den sie kleiner ist. 


Wir ereifen zurück auf (3.8) bzw. (3.9): 


l l l - 
‚47 w2\? ef k( 
| X . ® . ] ! nd 
— d— » ‘ - » u .- D ® 
Hs >] \ lu, 9 det >] \ Wrx da - 3] \ mw’ da RE € Min, 
M m 0 
10) Wir werden im 9 Abschnitt sehen, daß diese Aussage nur zutrifft, solange der Ansatz (3.5) besteht. ei, 


Zugrundelegung des verfeinerten Ansatzes (3.3) ergibt sieh eine (allerdings sehr geringfügige) Erhöhung der Last über 
(4.9) hinaus, 

11), K.Margnerre: Luftf.-Forseh. 1937, S. 124 oben, 

12) Hdb. d. Physik VI, 8. 71 u, 72. 

13) Die folgende Definition wurde (dem Sinne nach) von E. Trefftz gelegentlich seiner DVL-Vorlesungen 


gegeben. 








a 3 .E 


DEN ER T? 


- ee 
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und „variieren“, d.h. ersetzen « durch «—+6ödu und w durch w® + öw; dann ergibt sich, wenn 
wir nach Potenzen vom du, dw ordnen und hinter den Gliedern zweiter Ordnung abbrechen 


| | 
7/1 Hu +dum +09) Iku,e)—=o1l-+ > ”ll+--- / Ir Uulx—ı 
| I 
WW. I w.. 
’ \le, > ou.d.r- \ u, > vw, öw, tl? w.„.Ööw.„+kwoö ai d.r 
lı\ . “ Ta 
STALLKLU LE) sj\ Ds > re) tree +klönfidac+--- 


Die Forderung. daß die Glieder erster Ordnung verschwinden sollen, führt auf die GIn. (4.1) 
und (4.2); die Stabilitätsfrage wird dureh die Glieder zweiter Ordnung beantwortet'*),. Indem 
wir für a, 0 die aus d /1=0 folgenden Ergebnisse einsetzen, ergibt sieh mit (4.7) (gerade Lage) 


! 

| I: | I: 
IND, (A), j (dm +R ln + kldwr]|da + j \durde. . (53), 

D u 

mit (4.9) (ausgebogene Lage): 
| : I\ ME: reg , u ı\ı i i 
(IN.  (0°A)). \II—e" j: cos’ de Hi (de. + ld w)’| da 7 (du, da (da. 
m m 


Wir bestimmen zunächst die Stabilitätsgrenze. Nach der oben ausgesprochenen 
Definition soll es an der Stabilitätserenze einen Zustand geben, bei dem die zweite Variation 
verschwindet, aber keinen, bei dem sie negativ wird: der Wert Null ist also der kleinste 
Wert, den 8° /I im Grenzpunkte überhaupt annehmen kann. Hat daher 0° ]/ gewisse Stetigkeits- 
eieenschaften (deren Vorhandensein aus mechanischen Gründen einleuchtend ist), so ist der 
„ausgezeichnete* Wert 9°/1=-0 zugleich ein analytisches Minimum, verglichen mit den 
Nachbarwerten, und das zugehörige („ausgezeiehnete*) Verschiebungssystem du, dw bestimmt 
sich aus der Bedingung 


BEE. ra ne 
In unserem Falle führt diese Forderung auf die beiden Differentialgleichungen 


{2 PO er  ' 


€ I; _ 
(dm) n- = It (I W): : ME ee © > 


EEER 


mit den Randbedineungen 


) Ih (®) — () Th (/) N) mx x (0) — () MW .x (l) ) u (0) ( 


— 


| (DI). 
und DET | Ö u.(D)= 0 | 
Das die Randbedingungen befriedigende Lösungssystem lautet 
Be? IT K = 
Vu—l), de =ofsın je erg (5.9). 


Die Amplitude Sf==0 bleibt unbestimmt (Eigenwertproblem!), und aus (5.7) ergibt sich für 
den kritischen Wert von 


£ I; . o u 1% 


d.h. genau der Ausdruck &;=.*, durch den der Verzweigungspunkt des Gleichgewichtes 


veekennzeichnet wurde: Stabilitätsgrenze und Verzweigungspunkt fallen zusammen. 


vorliegenden Fall, daß die Verschiebung des Kraftangriffs 


14) [In dem hier (wie in den Anwendungen häufig) 
äußeren Kraft in die zweite Variation nicht ein: 


Veränderliehe ist, geht das Potential der 


punktes unabhängige 
aV (Pu) Psu—Podu, also 02V 0, 
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Die Frage nach der Stabilität der Gleichgewichtslagen unterhalb und oberhalb «der 
(‚renze kann nun sofort beantwortet werden: 


Il. Da die zestreckte Lare (siehe (5.3)) für hinreichend kleine «* stabil ist, ist sie es aus 
Stetiekeitseründen für : e, 


>» Für e>.* ist die eestreekte Laee ınstabiıl, da wir ein dm. nämlich 


Tu 


AT, Sfsin 


aneeben können. für das 9° /I!<V wird. 


>. Für &>.* ist die geekrümmte Lage stabil: denn es gilt für den einen Anteil in (5.4) 
I 
| RR 17) 4 .n 177 “ 
N | OR tr. tkm’ ldar—ov, 
m 


wie man auch $ 30 annehmen mag: und hierzu kommt noch ein positives Glied 


fr \ cos’ (d m)” dr. 


6. Herleitung der üblichen Ansätze aus dem hier gegebenen Verfahren. Die im >. Abschnitte 
vorgenommene Untersuchung des Verhaltens an der Stabilitätsgrenze erlaubt den Zusammen- 
hang zwischen den üblichen Stabilitätsbetrachtungen und den hier durchgeführten systematischen 
Überlegungen aufzuzeigen. 

Bei Stabilitätsuntersuchungen beschränkt man sich gewöhnlich darauf, das Verhalten an 
der Stabilitätserenze zu untersuchen. Man setzt eine — in unserem Fall die gerade  Gleiech- 
eewichtsfieur als bekannt voraus und untersucht nur den „Übergang“ zur zekrümmten. 
Dabei denkt man sich entweder die Stabenden absolut festgehalten, deutet also den Vorgang 
als eine rein-innere Energieumlagerung, oder aber, man erteilt dem Stabende eine infinitesimale 
Verrückung, d.h. man denkt sich noch äußere Arbeit hineingesteekt, die vom System als innere 
Knereie aufgenommen wird. In Formeln: 


= | A;-A=V .. 2.2.2202. le. 


Dabei versteht man unter A, und A; ın beiden Fällen die Gesamtarbeit abzüelich der vor 
Erreichen der Stabilitätsgrenze aufgewandten bzw: aufgespeicherten Arbeitsbeträge. Bezeichnet 
man die (gesuchte!) kritische Zusammenpressung . mit #,. die kritische Spannung mil 


p,, so ıst: 





I ! 
A, a \w... da { \u d. 
2 
E FF e i ; 0 ) 
A; = le, „de \u dw e\wt del. EN. 
- |. ä r | I 
5 u u 5 FF ' 
A; .) Po \ Xi \ d Ä 
M 





A 


Die erste Formel erhält man in ähnlicher Weise wie oben (3.7), indem man das Glied mit or, 
(Beschränkung auf „kleine* Auslenkungen) streicht, die zweite aus der Forderung, daß bein 
Übergang von der geraden in die gekrümmte Lage keine Dehnungsenergie neu aufgenommen 
werden soll, d. h. daß der gebogene Balken die gleiche Länge haben soll wie der gestreckte: 
daraus folet, daß die Enden infolge der Biegung um ein Stück 





I 
ER 
, 2 \ wdz 
5 0 
/ 
sich nähern müssen, so daß die äußere Kraft eine Arbeit p, Fu, \ oe,” d.r leistet. 
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Definiert man nun die Stabilitätsgrenze als diejenige Stelle, an der die Bedingung (6.1) für 
eine bestimmte Verschiebung » (x) erfüllt wird, während für alle anderen die Ungleichung gilt 


A; >V | A;-A,>0, 


so nimmt A; bzw. A; A, für dieses s* (#) seinen Kleinstwert an, und es muß also sein: 


A; 0 | (A; -A)=0 ..... . (6.3). 
Die Doppelaussage 
I l 
mL 
u; | 1|4-4,= - |?\n,Zde+k\n’d« 
A, = \ Won d.r IR \ nm" d.r &) \ wda pe os 1 () 
_ | | (6.4) 
ı) u ı) l 
Min 0 "s\ 2 dx] =Min — 0 
| E x a8 . 
N 








ist, da die Ausdrücke (6.4) homogene quadratische Funktionen von w sind, nach dem Euler- 
schen Satz über homogene Funktionen widerspruchsfrei '?). 


Der Zusammenhang der ersten Gl. (6.4) mit unseren früheren Überlegungen (Gl. (5.3) ) 
ist evident. Gl. (6.4) sagt nichts anderes aus, als daß die zweite Variation ein Minimum 
vom Werte 0 haben soll; nur, daß in (6.4) statt dw einfach w geschrieben ist. Diese Schreib- 
weise hat außer der Bequemlichkeit auch einen sachlichen Grund: die ausgezeichnete 
Verschiebung dw (dureh die 9°? //=0 gemacht wird) ist an der Stabilitätserenze nicht nur 
eine geometrisch-möeliche (virtuelle) sondern auch eine mechanisch-mögliche, d. h. ohne 
Veränderung der äußeren Last wirklich eintretende Verschiebung. Trotzdem verdient 
(die Schreibweise dw unbedingt den Vorzug, 1. weil das d-Zeichen den Zusammenhang mit der 
zweiten Variation zum Ausdruck bringt (es bleibt ja, wie wir oben zeigen konnten, wenn man & 
vorschreibt, nicht / selbst, sondern nur $ f „unbestimmt*), 2. weil die bequemere Schreibweise 
(formal) den Übergang ins überkritische Gebiet erschwert, da die unendlich-kleinen Ver- 
schiebungen an der Grenze und die endlichen Verschiebungen oberhalb der Grenze durch 
dlasselbe Zeichen ausgedrückt werden müßten. 


Der Zusammenhang zwischen der zweiten Gl. (6.4) und unseren früheren Überlegungen 
läßt sieh auf folgende Weise herstellen: Wir hatten aus der Forderung, daß die Glieder 
weiter Ordnung in du, der ein Minimum vom Werte Null liefern sollten, gefolgert: d u = 0 
(Gl. (5.9). Der Bedingung 0° M=9(ö&°IN=V wird aber auch Genüge getan, wenn dw 
von höherer Ordnung klein ist als dw, also z. B. x ($ m)’; dann gehört das von Null 
verschiedene Glied (dw)? gar nieht mehr zu den Gliedern zweiter Ordnung, und bleibt von 
der oben durchgeführten Reehnung unberührt. Andererseits müssen nun aber die Randglieder 


ı 


2 ) 
|. x du LE du 
a \ | F; x ! 


(vgl. 4.1) zu den Gliedern zweiter Ordnung gezählt werden, so daß wir mit dem speziellen 
(an sich willkürlichen) Ansatz 


| | 4. 
= (öw,.)”, d.h. ou -\öw.”da . . 2.0.0. (6.5) 


ed) H, 


an Stelle von 15.5) erhalten: 


” 


! / l 
Li | w\( pP \ 
; ? ei . “ x 3 - 
(0° I, N \ | sie vr (Od MW xx.) du k (dr) d.r | tra \ (Od wo dr Ev \ (d m.) dr. 
M m M 
15) Bei Näherungsreehnungen zur Bestimmung der kritischen Last (Ritz-Ansatz) bedient man sich vielfach, dem 
Vorgehen von Timoshenko folgend, explizit nur der Bedingung A, A,„=N. 
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An der Stabilitätserenze ist e=4. +75 ee, so daß sich der erste und vierte Summandd 
herausheben; es bleibt daher (mit p = p,) 
! ! 


% b 
\ (d ER | dr 


| (dr do nee. 4 


(N” In, = 


N N M 
d. h. genau der Ausdruck (6.4, nur in dw statt in „= geschrieben. 
Durch diese (zweifellos etwas künstliche) Deutung läßt sich der zweite Ansatz (6.4) 
A;——- A, = 6A; — A,)=0 FE a - Gn 


aus dem „erweiterten“ Prinzip der virtuellen Verrückungen rechtfertigen. Trotzdem, und 
trotz der „Anschaulichkeit* der üblichen Herleitung ist die Schreibweise (6.7) aus den fol- 
venden Gründen nicht ratsam. 1. Der Ausdruck A, = - pFu!x-—ı ist nur mittelbar eine 
Funktion der Verschiebung #, und die Verwendung des d-Zeichens für eine „Variation“, bei 
der du vermöge 


" \ w. da 


zuerst dureh »e ausgedrückt werden muß, widerspricht der Bezeichnungsweise der Varlations- 
rechnung, nach der du und dw als voneinander unabhängige Veränderliche behandelt werden 
müßten. 2. Bei komplizierteren Problemen ist es oft sehr schwierig, den Ausdruck für die 
äußere Arbeit mit Hilfe der „Anschauung“ unmittelbar hinzuschreiben. Und da die Auf- 
spaltung der Dehnungsarbeit in einen äußeren und einen inneren Anteil dureh einen Ansatz 
nach Art von (6.5) ja doch willkürlich ist, wird man der Gleichung 


A;—=0), 9A;—=0 (d. h. eigentlich 9°A;=0, 9 A)= 0) 


im Sinne des ersten Ansatzes (6.3) auch aus praktischen Gründen häufig den Vorzug geben. 

Kin dritter Einwänd betrifft die Frage, ob man das Variationszeichen Od auf eine „äußere 
Arbeit“ A, überhaupt anwenden soll. Denn im allgemeinen läßt sich die äußere Arbeit 
durch die Kräfte und Verschiebungen auf mehrere Arten ausdrücken: aus diesem Grunde 
ist insbesondere die Schreibweise (1.3) für das Prinzip der virtuellen Verrückungen durchaus 
unzweckmäßig '*). Von diesem Gesichtspunkte aus ist jedoch gegen die Schreibweise (6.7) 
nichts einzuwenden; denn da beim Übergang von der geraden in die gekrümmte Lage die 
l,ast p, sich nur ändert um Größen höherer Ordnung in der zu variierenden Querverschiebung 
w, wird p, durch das Variationszeichen gar nicht berührt. D. h. wir können Aa ın (6.7) un- 
mittelbar durch eine Potentialdifferenz V ersetzen, und wenn man von dem unter 1. oben 
formulierten Einwand absehen will, ist das 9-Zeichen in 6 A, d V durchaus eindeutige: es 
[ordert die Variation der Querverschiebung unter Festhaltung der äußeren Last. 


Mit Benutzung des Zeichens V lautet (6.7) 
u m U© en 5 EI | RE 3. 


Diese Schreibweise hat den Vorteil, daß sie deutlich macht, inwiefern die erste Terlaussage 
etwas anderes ausdrücken will, als den gewöhnlichen Energiesatz A; A„=®V. Sie hat den 
Nachteil, daß die formale Ähnlichkeit der zweiten Teilaussage mit dem Prinzip (1.2) dazu 
verleitet, die Formel (6.8) (wie dies in den Anwendungen häufig geschieht) als eine besondere 
Form des Prinzips der virtuellen Verrückungen anzusprechen. Aus unserer Herleitung geht 
hervor, daß sie das nicht ist: das Prinzip (1.2) beantwortet die Frage nach den Gleich- 
gewichtslagen, die sich unter gegebenen Lasten (oder Randverschiebungen) einstellen; die 
Formel (6.5) dagegen liefert die zweite am Verzweigungspunkt mögliche Gleichgewichtsform, 
und den gesuchten Wert der Last, bei dem das Gleichgewicht mehrdeutig zu werden beginnt. 

Wenn man sich daher (was für die praktische Reehnung in manchen Fällen nicht un- 
bequem ist) des Ansatzes (6.7) bzw. (6.85) für die Untersuchung der Verzweigungspunkte des 
elastischen Gleichgewichts bedient, so sollte man die Bezeichnung „Prinzip der virtuellen 
Verrückungen“ (wodurch allein auch der eingangs erwähnte „Widerspruch“ zwischen den 


Formeln (1.3) und (1.4) entsteht) auf alle Fälle vermeiden. 


16) So läßt sich z. B. beim gedrückten Stab nnterhalb des kritischen Punktes das Doppelte der äußeren Arbeit 


in drei Formen schreiben: E:?, pe, p?]E welehe soll (bezüglich ©!) variiert werden ? Gemeint ist die zweite Form: 
aber das ist infolge der Schreibweise ? 4, an Stelle von I" (s. Fußnote 4) nieht mehr eindentig erkennbar. 
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7. Deutung der bisherigen Ergebnisse mit Hilfe eines Ritz-Ansatzes. Die Ergebnisse der 
Abschnitte 4 und 5 lassen sich sehr schön veranschaulichen, wenn wir das Variationsproblem 
durch Verwendung der Ritzschen Methode in ein gewöhnliches Minimumproblem verwandeln. 
Als einen allen Randbedingungen genügenden „Ritz-Ansatz* wählen wir die Lösungen der 
Differentialgleiehungen (4.2) und (4.1) 


4 rr wi eg . 
2 /sın ,, xt 9 Me er u 7 a 7 22 3} 


Dann liefert uns die Minimalforderune 





/ / / 
| h: 
/I >| \ | HH, 7 dd f T \ [Zi \ N d 5 .) \ 7 d ! z € 
. s (1.2) 
| ep Sf PD nf! ztft me m Bien 
> IE) m rI Hr Perg rg mn 


zwei Gleichungen zur Bestimmung des „Freiwertes“ f und der Last p in Abhängigkeit von 
der Zusammendrückunge & (die mit den früheren Ergebnissen (s. S. 62) notwendig exakt über- 
einstimmen müssen): 


\] ap \ 2 2 pa 
also entweder 
!=-0:% E: (4) 
oder 
(#0, 5=: T P3 | n (7.5) 


Die Stabilitätsfraee beantwortet wieder die zweite Variation. hier also die zweite Ableitune: 


"/l Ä 1l 2° (‚» ER. F\ 76 
N ; N f: DwE { er» 112 )° ; N h : : ı.»). 
\lan erkennt: 

für: E" Ist 3? 1J 0, 

für Ä u Ei "ll = 0 

ur: Im WE Ist \ f ji 

| | | ‚MU m, 

[ür e>e.* und FE Ist, z Sy Tal e)<QV, 


d.h. die gerade Laee ist stabil für e< .*, instabil für e >e*, die gekrümmte ist, sobald sie 
überhaupt mechanisch möglich, ist (also für e > e*) immer stabil. 





[4 \ g h iv 
\ WW 
ir 
II 
za 
en nn m. LT Abb. 4. Abhängigkeit der Formänderungs 
| > | 
+ —— energie vom Biegepfeil /=s Ver, 


Zusammendrückung * als Parameter. 
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Die Abb. 4 bringt das Ergebnis der GlIn. (7.3)..(7.6) zur Ansehauung. Aufgetragen ist 4; 


bzw. FREDIE nace Bee r 


En 
Ir 


„T 


in Abhängigkeit von f (bzw. & >] „) mit & (bzw. a= als Parameter. Das Potential der 


Vi* 
äußeren Kräfte ist nieht hinzugenommen, weil es einen weiteren, die Übersicht erschwerenden 
Parameter (die Last) hereinbringen würde, und von der Minimalforderung bezüglich f ja doch 
nicht berührt wird. (Das Prinzip fordert Konstanthalten der äußeren Lasten!) 

Besonders schön bringt die Abb. den „Typus*-Wechsel der Kurven beim Übereange vom 
unterkritischen ins überkritische Gebiet zur Anschauung: das Zusammenfallen von Maximum 
und Minimum für @«==-1. Es wird hier ganz deutlich, daß die gelegentlich vertretene Ansicht, 
das Wesentliche der Stabilitätsprobleme sei nicht das Auftreten großer Verschiebungen, 
unriehtig ist: Obwohl im Augenblick des Übergangs (f,;,>0) die Verschiebungen klein 
sind, wird das Verhalten des Körpers doch durch die „Möglichkeit“ großer Ausbiegungen 
bestimmt, mathematisch gesprochen durch die Tatsache, daß im kritischen Punkte eben 
kein gewöhnliches Minimum vorliegt. (Es ist dort 8 IT = 0° II = 9(9° Ih = 0.) 

011 


Es muß übrigens angemerkt werden, daß die Tatsache fr 0 keinen Beweis dafür 
I fi 


abgibt, daß die geekrümmte Lage wirklieh stabil ist. Denn nach unserer früheren Definition muß 
II >0 sein für jede'’) denkbare Variation dw, nicht nur für den besonderen Ansatz: 


(m -+-öm)=(f+Öf)sin 's), Die Näherungsrechnung mit Hilfe des Rıitz-Ansatzes macht 


I 
aber die Stabilität in anschaulicher Weise plausibel. 


8. Der unendlich lange elastisch gebettete Druckstab. Die Bestimmung der Knicklast 
eines unendlich langen elastisch gebetteten Balkens (und in ähnlicher Weise der unendlich 
langen Platte oder Schale) ist mit Hilfe der Differentialgleichungen (4.1) und (4.2) allein nicht 
möglich. Die Forderung der (reinen) Periodizität der Querverschiebung »°, die bei diesen 
Probleme an die Stelle der „Rand*-bedingungen tritt, reicht nicht aus, um alle Konstanten 
zu bestimmen: die Periodenlänge ! bleibt unbestimmt. 


Wir erhalten die Gleichung zur Bestimmung von !, wenn wir die Forderung (3.9) 


H=-Min.:. . . : . 2 2 2 2 222... (80 
für ! noch einmal gesondert aufstellen: 
ol 0 ) 


Aus (8.2) bekommen wir die gesuchte Beziehung, wenn wir die Forderung auf II in der 
Form (3.5) anwenden, unter Beachtung der Tatsache, daß ! vor den Integralen, als obere 
(Grenze der Integrale und als Parameter in »w vorkommt, oder sehr viel bequemer indem 
wir unmittelbar die ausintegrierte Form (7.2) benutzen: 


( 1 7“ £* ® f” .) "er 8 f: 
e-5#) ee 


N | . j5 > = rn: E | ee 


Aus (8.53) und (7.5) folet dann 


en l 
k — 
! m’ 
oder 
en" E 
I’ en Fi 
k K f (8.4) 


Die Wellenlänge I ıst von e bzw. f unabhängig; sie behält also auch oberhalb der kritischen 
Stauchung den Wert, den sie am kritischen Punkte selbst annimmt.. 


1/7) 6. O;: 8.65, 
DIE»; 1 9721 8? II ’ 
q S: (4 f}? -+».., also d2 II >= (f)2. 


8f 2 87? Of? 


18) JI(/ HOF) —IL(f 
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Das Kreebnis (8.4) erhält man gewöhnlich aus der Forderune. daß am kritischen 


Punkte (f=0) e nach Gl. (7 5). also 





bezürlieh / einen Kleinstwert haben solle: 
.2 1) » 0) R ! R R (Sn). 


woraus (8.4) unmittelbar folgt. 

Die Bedingung (58.5) wird als eine anschaulich sehr naheliegende Forderung meist nicht 
näher beeründet. Nach unseren früheren Überlegungen ist sie gleichwertige mit der Forderung, 
daß (am kritischen Punkte) die zweite Variation von II ein Minimum bezügl. ! haben müsse, 


Aus (7.2) bzw. (5.3) folet nämlich: 


(oO f) "nid rpP (Od f) 


()' I eı Be EB u n ) 0 E r | \ j . . (8.6): 
nun Ist 
N 
a2 } 
ri) ch oe In 
N] N . 
We } 
5 I 
und daher sart (8.5) ın der Tat nichts anderes aus als 
( 2 
„7 m=V. 0 


\an benehte aber. daß aus (8.7) bzw. (85) nur der krıtıische Wert von I bestimmt werden 
kann, während man aus (8.3) seinen Wert für beliebig vorgegebenes #& erhält. 


9. Verhalten des Stabes bei sehr großen Ausbiegungen (Ansatz (3.3).) Die bisherigen 
Untersuchungen haben u. a, zu dem Ergebnis geführt, daß die Last oberhalb der Knickgrenze 
exakt konstant bleibt 


Das ist natürlich nur so lange richtig, als das elastische Verhalten des Balkens durch den 
Ansatz (3.5) für die Formänderungsenergie hinreichend genau gekennzeichnet ıst. Bei größeren 
Ausbierungen ist das nicht mehr der Fall, weil dann die Glieder (fID* nicht mehr vernach- 
lässiebar klein sind gegen die Glieder (f/D’; man erfaßt (in zweiter Näherung) die Ver- 
änderlichkeit der Druckkraft, wenn man auf die Ansätze (3.5) und (3.4) zurückgreift. 


Die Ditferentialgleichungen, die aus (3.3) auf Grund der Forderung 9 11--V entstehen, 
lassen sich ohne Schwierigkeit angeben: als erste Gleichung findet man (bis auf Glieder 
höherer Ordnune): 


Q WM, 
Bi, 0 Pe : EN, 
02” 2 Da) 
um wenn man 
Pen "79% 
NK Pa-rtr5 vonst { 
S 


in die zweite gleich eimführt. ergibt sich dort (wir beschränken uns auf den Fall #==0): 
+.) 
‘ x . . ” & +.) 
-(] er) tale) u. Dr Lim MW Mexx Wr .) 


v.x\ 


ww. . 92) 
I . > x 


Wıexxa 


1° 
j: 
(wieder bis auf Glieder höherer Ordnung). Eine exakte Integration der Gl. (9.2) ıst wohl nicht 
möglich. Da aber die neu hinzukommenden Glieder gegen die früheren (Gl. 4.4) im Ver- 
hältnis (f/D° klein sind (d. h. doch nur Korrekturglieder darstellen), ıst es praktisch vollkommen 
ausreichend. ihren Einfluß näherungsweise zu erfassen. Am schnellsten führt hier das 
hitzsche Verfahren zum Ziel. 

















Band 18, Heft I A , IR . 
ohne BR Marguerre. Über die Behandlung von Stabilitätsproblemen 1 





Als Ansatz wählen wir die Lösung der früheren, „nächst niederen“, Differentialeleiehungen 





a 
w—=fsin 
FR 
(9.3) 
m. 
t, .) 0 
Setzen wir zur Abkürzung 
K7* 
z er; a 
7 Zus 
so besteht zwischen der (unbekannten) Integrationskonstanten und der als gegeben zu denkenden 
Verschiebung des rechten Stabendes u (l) el wieder der Zusammenhang (4.9’): 
wur ar ra ar hr 
(sehen wir mit (9.5) in (3.3) ein, so ergibt sich 
l 
EF\| Ww. | 
4 RN x .-. Br ’ > > M ) 
Il .) \le, ad x) | Hi’ mw... (1 +28, vw.) +2m,w..,|da+Pull), 
a | 
oder 
II u > I’ 
} .? : a ) |») | \ s 
I FE FI -) ©g ‘ N ern 7 f; 7 4 Vi €) zn m 4 ’ 3 { 
bei Beachtung von (9.5) liefern die Minimalforderungen 
On 0 on 0) 
( £ I ( q ’ 
für den Zusammenhang zwischen p, e* und x die beiden Gleichungen 
] / 5 
1-2 De Ep 
eat zo) ( p- se 1 
/ N / / F 
+.) +) 
. | | u J 3 c ‘) -) ) 
e, (1 20 -,)r N 7 .) €E,9 T € (I Ey T - 4 =p) (), 
Aus der zweiten folgt ?”) 
£, ’ ii =“ 2 | [2) 4 3 7 n 
und aus der ersten damit 
) er dr 7 « ® .. 
. e 1 +:* +, |)+ Glieder höherer Ordnung. 
Ks ist also°’') 
a ie EIn’ Eh 
) Ke | mi ‚ 19 ), P 5) + n) r ‚ 1» . . . +6). 
IE lt rer) | 





A783,5 


Abh. ». 


Zum gleichen Ergebnis gelangen wir auf dem Umweg über die Differentialgleichungen 
(9.1) und (9.2). — Die erste Gleichung sagt aus, daß (s. Abb. 5) die Horizontalkraft 

19, In den Bezeichnungen der Abb. 2: 2? = « 

20) In Abb. 2 also (nach 9.6): e=1+:* +? [14 R N ; erz2). 


21) In Abb. 2 ,=1+*(1+—_)=14 e*[1+ - rn. 
p 
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von >tabilitätsproblemen 
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i . ’ ., 
p 3 ki\u, Q | (8.61.34) 








konstant sein muß: p Ei: CONSt 


und nach Galerkin’*) erhalten wir aus der zweiten Gleichung dureh Multiplikation init ı" 
und Inteeration unter Verwendune des Ansatzes (9.3) 


dl. h. wieder die Beziehune (9.6). 


Man sieht aus (9.7), daß die kritische Spannung 
Pi F E&” (1 > £" ; ; ‚ . , i : e ö a z (VS). 


etwas höher ist, als nach der elementaren Theorie. Die sehr geringfügige Erhöhung rührt 


her von der Vergrößerung des Biegeanteiles um (1 +2 e*), der eine Vergrößerung des Dehnungs- 


anteils um (1 -+&*) entzerensteht. Die nach der Überschreitung des kritischen Punktes ein- 
tretende elastische Druckerhöhung 


a | 9.9) 


ist ebenfalls sehr klein. 


bezeichnen wir die Erhöhung ın VProzenten mit y' 


P-PA 
I’ 


' — IM) 


=) Is! 
f | 
| (0) 


um die zu dieser Durehbieeune zehöriee Biegespannung wird 
| a h i 
+7 ’5'7 VA E vv (4 Höhe des Balkens). 


bleibt also bei einieen Prozent UÜberschreitune nur für ein sehr kleines Verhältnis jy Im 


elastischen Bereich 
Anhang. 
Verhalten des Stabes im überkritischen Bereich nach Tretftz. Gl]. (9.9) ist in Überein- 


<timmmune mit dem Näherunes-KEreehnis der sowen. „exakten Theorie” des Eulerstabes'ıl Diese 
heorie eeht aus von der „exakten” Differentialeleichune des auseekniekten Stabes 


| 
P’ır + 0 ch) 
() 
| Wo. Bi or i EEE 
Im ı 03) die sich mit Hilfe elliptischer Funktionen integrieren läßt?). 
ı) U 
Kın anderer sehr einfacher — Weg zur Herleitung der Gl. (9.9) wurde von E. Trefttz 


angereben. Ausgehend von der Voraussetzung, daß die Bogenlänge des Balkens bei der Ver- 
lormung sich nieht ändere, benutzt Trefftz das Prinzip der virtuellen Verrückungen in der Form 
VIA; NV)=IA EEE ET a A a 

S I. ZAMM Ih 1936). S. 35 


Ill nr ’ vs1ıl Vi nr Alu (:] 
Physik \1, 8. 201. 
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dabei ist A; die Arbeit der Biegung, ö «u die Verschiebung des Endpunktes infolge der Aus- 
biegungen mw, P die (bei der Variation konstant zu haltende) Druckkraft. Als Läneskoordinate 
führt Trefftz an Stelle von x die Bogenlänge s ein: dann wird 








I I 
BEmpih, dr 2 
A; s\EılZ) ds, P’u r\lı 77 - } A Be 5 3 
wofür sıch weren 
R h d.r z | | ! 
(ls? dr t din“. also ze | | ww. = | 2 U. S ve . 
(h) 
| d are sin m, PP 
u aim 
und | ö np Ge, w,,(1-+ w,?) 
schreiben läßt: 
I / 
| pP | | 
A;=,El\wzSA+wd)ds, Pu=z|\in w')ds (5) 
Macht man nun für we den Rıtz- Ansatz 
a | 2 v a 
mw = fsın Au ar | 2 
so Jassen sieh die beiden Integrale (5) ausführen: 
EI inf! . n®f® n° f? 3 n*f" _ 
A, al + IN P’u pr En Ze MB (). 
3 121 sl’ \4l ne 
und die Forderung 
dl 


(A, Pwe7=V 


lıefert 
EIn? „®fi ee 3 
ij sl 2 77} dr 7 Lau ar Te Du 
also entweder 
a. 
oder 
14 In? 
ETF a 9 
I Sr Fe ge Zee . 9. 
rg 7 


Gl. (9) stimmt bis auf den (hier fehlenden) Faktor (1 +") init dem auf unserem systematischen 
Wege gewonnenen Ergebnis (9.9) überein. 





Zusammenfassung. Am Beispiel des (elastisch gebetteten) Druckstabes wird gezeigt, daß 
der Unterschied zwischen den Stabilitätsproblemen und den Problemen der „linearisierten® 
Klastızitätstheorie daher rührt, daß bei den Stabilitätsproblemen der Ansatz für die Forn- 
änderungsenergie Glieder von höherer als der zweiten Ordnung in den Verschiebungen ent- 
hält. - Diese Auffassung gestattet den Zusammenhang herzustellen zwischen der Energie- 
methode in der für Stabilitätsuntersuchungen meist benutzten speziellen Form und dem 
Prinzip der virtuellen Verrückungen in seiner allgemeinen elastizitätstheoretischen Fassung: 
überdies klärt sie das Verhalten des Stabes bei Überschreiten der kritischen Stauchune. 
83 
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Das Verhalten der Hauptspannungen in der Umgebung einer 
Verzweigungsstelle. 
Von R. v. Mises in Istanbul. 

1). Feilnahme an eimer Ehrung des Andenkens meines langjährigen Freundes, früheren 


Schülers und späteren Nachfolgers Erich Trefftz will ieh mieh nieht entziehen. Es 
sind jetzt fast genau 27 Jahre, seit in dem Straßburger mathematischen Seminar, das unter 
leitune Heinrich Webers stand, ein fortgeschrittener Student zum erstenmal das Wort 
nahm, der sofort die Aufmerksamkeit aller Dozenten auf sieh zog. Kurz darauf begann 
Frefftz seine später sehr bekannt gewordene Doktorarbeit, die er rasch zu Ende 
führte. Seit jenen Tagen sind wir niemals außer Kontakt gekommen und ieh habe in ihm, der 
1021 mein Nachfolger auf dem Dresdner Lehrstuhl wurde und der 1933 auf meinen Wunseh 
die Leitung dieser Zeitschrift übernahm. einen treuen und aufriehtieen Freund »efunden. 
Wenn auf anderen Blättern dieses Heftes der Lebenszeange und die wissenschaftlichen Leistuneen 
von Trefftz gewürdiet werden, so wıll ıch hier nur zwei Worte hinzufüeen: Er war ein 
klarer Kopf und er war ein zuverlässiger Mensch. 

Die folgende anspruchslose Bemerkung geht auf eine Fragestellung zurück, «die vor einer 
keihe von Jahren einmal zwischen Trefftz und mir mündlich erörtert wurde: Wie verlaufen 
in einem ebenen Gleichgewichtsfeld die Hauptspannungswerte in der Umgebung einer Stelle, 
in der sie beide gleich groß sind”? Schreitet man vom Verzweigungspunkt in irgendeiner Richtung 
fort, so sind drei Fälle denkbar: daß beide Spannungen wachsen, daß beide abnehmen und 
dab die eine zu-, die andere abnimmt. Die Frage ıst, ob die drei Fälle, wie es bei einen 
reenlären Punkt zutrifft, gleichzeitige (für die verschiedenen Richtungen) vorliegen können oder 
nieht?” Gelerentlich einer ganz anders zeriechteteten Untersuchung fand ieh die Antwort auf 
diese Fragen, die ıch hier vorlege. 

I. Wir nehmen «den Verzweigungspunkt zum Koordinatenanfang und nennen o, die hier 
herrschende Spannung für irgendeine Riehtung. Für die Komponenten des Spannungstensors 
im Punkte .r, y machen wir den linearen Ansatz (Sıingularıtät erster Ordnung): 


ÖL Ö, rd, %& m h, „7, Ö 


OÖ, r- Um Y -r- b, =. T (l. A h, „ ö . . ) | ), 


wobei zur Erfüllune der Gleichrewiehtsbedineuneen erforderlich ıst 


a —b 0 4.7 4, a SE ng ar ae er 


| N } . ” 


Ziehen wir von dem Spannungstensor (6%, 6,,r) den Kugeltensor (o,, 0,,0) ab, so hat der 
übriebleibende Tensor die Ilauptwerte 6, - 6, und 0, ©, und es gilt nach bekannten Sätzen: 


(6, + IÖ,„ On) IKZEN Ö,) t (0, Ö,) ia, + b,). (dt, T b)y | 
(a, — 0,)(0, — 0, (x 6,)l0y— 0) - "=la,c+b,yla,y+b,x)—la,0 ta W’}. . (3). 
(a,b, — a.) +(b,b,—a,a,zy-+ (a,b, —a,’)y | 


Demnach sind o, ©, und 0, ©, die beiden Wurzeln der quadratischen Gleichung ın 2: 


- a, oe b,) er ld, b,) „| ria, b, d,‘) x” r (b, b, , ,) EY (a, b, d,‘) y ze (d). 


Dies ist die Gleichung eines Kegels zweiten Grades in = y2z. Die Fläche also, die o, und o, 
als Funktionen von .“,y zeigt, verhält sich in der Umgebung der Verzweigungs- 
stelle wıe ein Kegel zweiten Grades. Mit anderen Worten: Die beiden Flächen, die 
im regulären Gebiet o, bzw. o, als Funktionen von .r, y darstellen, vereinigen sich an der 
singulären Stelle derart, daß sie in die beiden Teile eines und desselben Kegels übergehen. 

2. Da die allgemeine Kegelgleichung 5 Parameter enthält, während unsere Gl. (4) deren 
nur 4 aufweist, so muß der Kegel (4) irgendwie spezialisiert sein. Es ist ja auch von vorn- 
herein aus der Fragestellung klar, daß die Achse im Innern des Kegels verlaufen muß, 
da es sonst Richtungen gäbe, in denen 9o,,9, nieht reell sind. Die Rechnung') ergibt nun 
folgendes: Hat der Schnitt des Kegels mit einer Parallelen zur «-y-Ebene die Halbachsen- 
quadrate a’, b°, so liegt der Kegelschnitt so, daß der Durehstoßpunkt 0 der z-Achse 
den Durehmesser, auf dem er liegt, im Verhältnis a?:b? (bei der Ellipse von innen, 
bei der Hyperbel von -außen) teilt. Die so bestimmte vierparametrige Schar von Kegel: 
schnitten enthält Kreise nur mit dem Mittelpunkt in 0. Ellipsen haben ihren Mittelpunkt 
in um so größerer relativer Entfernung von 0, je weiter ihr Achsenverhältnis von 1 verschieden 

I, Man bringt die Gleichung auf Hauptachsen, indem man a, aa =b, ba» voraussetzt: dann rechnet man nach be- 
kannten Formeln die Koordinaten Xo. 0 des Mittelpunktes und die Halbachsenlängen aus und findet leicht, daß zwischen 


diesen Großen die Gleichune 


Un Yu «a? b2 


a? I? 
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ist. Bei Hyperbeln ist es umgekehrt, ihre Entfernung von 0 wird größer, wenn «das Achsen: 
verhältnis sieh der Einheit nähert. Gleichseitige Hyperbeln sind ausgeschlossen, wohl aber 
können beliebig gelegene Paare sich rechtwinklig kreuzender gerader Linien auftreten. Eine 
Parabel mit dem Parameter p gehört der Schar an, wenn der Punkt O0 ın der Achsriehtung 
um das Stück 2p von der Parabellinie nach innen verschoben ıst. Endlich gehören beliebige 
Geradenpaare mit dem Sehnittpunkt in 0 zur Schar. Abb. 1 zeigt diese verschiedenen 
Möglichkeiten. 





“hd. 1, \bb. 2. \bh. 5 


3. Sieht man von allen Ausartungen ab, so bleiben die Fälle der Ellipse und der IIyper- 
bel übrig; ihnen entsprechen die Skizzen der Abb. 2 und 3 für die Flächen, die o, und o, als 
l"unktionen von „,y ın der Umgebung der Verzweigungsstelle darstellen. Die eingangs ge- 
stellte Frage läßt sieh jetzt dahin beantworten: Im elliptischen Fall gibt es auf Jeder 
(Geraden durch den singulären Punkt einen 6, übertreffenden und einen o, unterschreitenden 
Hauptspannungswert in jedem Punkt. Im hyperbolischen Fall bleibt längs zweier 
bestimmter Geraden ein Hauptspannungswert stationär; dureh diese Geraden werden in der 
Umgebung «des Verzweigungspunktes zwei Winkelräume abgeteilt, von denen der eine nur 
Hauptspannungswerte größer als o,, der andere nur solehe kleiner als o, auf- 
weist. Von den Kegeln selbst ıst noch zu sagen, daß im hyperbolischen Fall jeder Axıal- 
sehnitt eine Öffnune von mehr als 90° haben muß, während im elliptischen Fall u. a. eın 
eerader Kreiskegel von beliebieem Öffnuneswinkel auftreten kann. 

4. Es liegt nahe, zu fragen, wie die Unterscheidung in elliptischen, parabolhsehen une 
hyperbolischen Fall mit den drei verschiedenen Typen des Verlaufs der Spannungs- 
trajektorien ın der Umgebung des Verzweigungspunktes zusammenhängt.  Bekanntlieh 
eilt für den Neigungswinkel 9 der 'Trajektorie gegenüber der «-Achse 
te 29 a DE ET a BEE 0: Vo 


Ox Oy 


Setzt man hier die Werte aus (I) und (2) und schreibt „7 für tx 9, so erhält man die Differential- 
eleichung der Trajektorien in der Form 


| (a, db) +lb, -a,)y 


, ar a MER, _ 7,” ı EA 
Y 4,077 4,y 


Die Bedingung y°  ylır führt auf eine Gleichung dritten Grades für y’, die mindestens 
eine reelle Wurzel haben muß. Macht man diese selbstentsprechende Riehtung zur w-Achse, 
so muß a,=-0 sein. Schreibt man dann noch 5, für b,/a, und 9, für b,/a,, so geht (5) über ın 


| ( | ’.) FR ir 4- /) „ My 
y u. FE HA— RI. . u >». 8 
| Y Y et 


Man hat nun die drei Fälle zu unterscheiden: 


a) p +42 — P,)<d, b) Ps I>0, pr’ +42 — P)>d, c) P, im, 


lın Falle a) gibt es außer der x-Achse keine selbstentsprechenden Richtungen, in den Fällen 
b) und e) hat man im ganzen drei soleher Riehtungen, die im Falle b) sämtlich innerhalb 
eines (Juadranten liegen. Der Verlauf der Trajektorien in der Umgebung des Verzweigungs- 
punktes wird durch Abb. 4 gekennzeichnet’). 


-) Vgl. dazu L. Föppl: Mitteilungen d. Mechanisch-Techniscehen Laboratoriums München, I1.34 S.1. Hier 
treten in der Diskussion die drei Fälle nieht deutlich hervor. 











Ztschr. f. angew. 





6 v. Mises, Verhalten der Hauptspannungen bei einer Verzweigungsstelle Math. und Mech. 
Führt man andrerseits «a 0 und die Abkürzungen /,,P, In die Kegelgleichung (4) eın, 


so wird die Unterscheidung in die drei Typen Ellipse, Parabel, Hyperbel durch 


DB. BD. 1 Ed. zu i ’ \ ’ : i : . : : . A ß (7 


= 


bestimmt. Man sieht, daß das elliptische Gebiet, begrenzt durch %,=0 und 2’, +4=V, 
canz im Innern des Gebietes e) verläuft; denn es ist hier %,<0<1l. Ebenso gehören die 


parabolischen Grenzfälle mit 9%, O0 und 3°?P%, +40 zu e), während das hyperbolische Gebiet 
Teile von e) und ganz a) und b) umfaßt. (Vgl. Abb. 5. Die Parabel dieser Figur kann auch 


1%: 
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, “ 85,% 
Abb, 4. Abb. >). 
dazu dienen, bei gegebenen P,, ß, zu einem beliebigen tgy9=y:.xr die zugehörigen beiden 


y-Werte zu finden. Man braucht nur vom Punkt 9, /, eine Gerade unter dem Winkel 9 zu 
ziehen und mit der 5,-Achse zu schneiden: die vom Schnittpunkt an die Parabel gezogenen 
Tangenten liefern die beiden zueinander senkrechten '-Riehtungen.) 

3. Der lineare Ansatz (1) bedeutete, daß wir eine singuläre Stelle erster Ordnung in 
Betracht zogen. Wir wollen noch einen Blick auf den Fall der Singularität zweiter Ord- 
nung werfen, in dem alle linearen Glieder in der Entwicklung von o,. o,, r verschwinden, also 


0 


o m aa +2b,zy+te,y, Oy—0 a, + 2b,2. y- ey 
| ? (9) 
’+3b% Ye, | 


— 
_ 
— 


zu setzen ist. Die beiden Gleiehgewiehtsbedingungen, die für alle .r, y erfüllt sein müssen, 
erfordern 
dl, h. z l, dl © Ce I . : . a . . ; (*). 


l 7 # l 


Ilier greift aber auch schon die Klastizitätsbedingung .I(6, + 0,)=V ein, die beim linearen 
Ansatz noch identisch erfüllt ıst, und liefert 


da +4t,+c0, +6, 0 I a 


ud a 


Durch (0) und (10) wird die Zahl der unabhängigen Parameter von 8 auf 4 herabgesetzt. 
Man kann schreiben: 


A Pe: l ’ nn, n) Ad > | C “ 
oO Ö z 36" 2, EY-rC,Y, O0, OÖ dd, 7 J l,, xy E ) ‚E 


u F (il). 
T b, +la,+te)ey by | 


1 0 
und 0, 0,. so erhalten wir für die Summe eine quadratische Form @(#, y) und für das Pro- 
dukt eine Form 4. Grades Pr, y), beide bestimmt durch die 4 Konstanten a,,b,.b,,e,. Die 


Werte 0 o, und o, 0, erscheinen wieder als die Wurzeln einer quadratischen Gleichung 


Rechnen wir jetzt in gleicher Weise wie ın (3) die Summe und das Produkt von o, 6 


, Au kw, ) -Pi(x,y) Br ; ET el Er 


Dies ist eine Flächengleichung 4. Grades in .r, 9,2. Die darstellende Fläche ist dadurch 
cekennzeichnet, daß jeder Vertikalsehnitt aus zwei Parabelbögen besteht, die sich im Null- 
punkt von innen oder außen berühren: denn y= x. in (12) eingeführt, liefert im allgemeinen 
zwei von z abhängige Werte für den @uotienten z2:.x”. Die Hauptspannungsfläche besteht 
also aus zwei Schalen, die sich an der singulären Stelle mit horizontaler Tangentialebene 
berühren. Auf die weitere Diskussion dieses Falles gehen wir hier nicht ein. 185 
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Zur Berechnung der Grenzschichten. 


Von IL. Prandtl ın Göttinzeen. 


1. Die Aufgabe. In Flüssigkeitsströmungen mit kleiner Zähigkeit (großer Reynolds- 
scher Zahl) ist das Feld der Zähiekeitskräfte häufig auf eine schmale Zone in der Nähe der 
Körperoberfläche beschränkt. In diesem Fall kann man zur Erleichterung der Rechnung 
folgende Annahmen machen: 

I. In dem Reibungsbereich, den man Grenzschicht nennt, werden jeweils nur die stärksten 
Glieder der Zähigkeitskraft «.Iw berücksichtigt (es wird also 2. B. bei der „-Komponente 
dieser Kraft, « Ju, wenn die Hauptströmungsrichtung parallel zur Wand als «-Riehtung und 

7 OT, ou 


: une EeVeNn u 


die Riehtung senkrecht zur Wand als y-Riehtung gewählt wird, «u, ., Re 
(A - 


Sy 
vernachlässigt). 

>. Außerhalb der Grenzschicht wird die Strömung als reibungslos behandelt und es wird 
wezen der geringen Ausdehnung der Grenzschicht senkreeht zur Wand der Druck ın dieser 
Schicht gleich demjenigen gesetzt, den die zugehörige reibungsfreie Strömung an der Wand 
liefern würde"). Der geringe Gang des Druckes mit dem Wandabstand innerhalb der Grenz- 
schicht wird dabei vernachlässigt, der Druck also als zerebene Funktion der Grundriß- 
koordinaten (x und z) betrachtet. 


Für eine durehsehnittliche Geschwindigkeit «, der äußeren Strömung und eine beströmte 


IE) 
ri . ° Bo . ’ ° ° . ‚ | I u 
Länge l ergibt die Rechnung für die „Grenzschichtdieke* ö die Größenordnung I 


— ![/y Re 
I 


U, 
(v = u/o = kinematische Zähigkeit). 
"ür den zweidimensionalen Fall erhält man mit «= Bogenlänge in der Strömungsriehtung 


längs der Wand gemessen und 4 senkreehtem Abstand an der Wand die Gleichungen: 


Vu Our Vu Idy 7 Ä 
ru 2 F )’ 5 . WER 
Q f ri Mr Q 7 O d er Q ı 
DT ) ® 
5 a ae ie . (2). 
Or 04 


N 
’ i ; : as R v4 ) j u : > 
Am meisten interessiert der stationäre Fall | 14 0). Die Literatur über diesen ist schon 
\d 


recht reichhaltige”), und doch ist eine wichtige Aufgabe bisher noch nicht befriedigend gelöst, 
nämlich die Weiterentwicklung eines vorgegebenen Gescehwindigkeitsprofils 
bei vorgerebenem VDrucekverlauf. Von dieser Aufgabe soll im folgenden allein die 
Rede sein. In mathematischer Sprache lautet sie wie folgt: „Gegeben seı das Geschwindig- 

2 | dp ” 
keitsprofil u (,,9y) für den „Anfangsquersehnitt* === .,, und außerdem m er Bar 
x XL; gesucht la, ir >." 

2. Eigenschaften der stationären Grenzschichtströmung. Die bekannten Lösungen tragen 
zu dieser Aufgabe nichts bei, denn sie enthalten nur Potenzentwicklungen nach = von einem 
Anfangsquerschnitt aus, in dem «=0 oder # = const ist (Staupunktströmung und Anströmung 
einer Schneide mit Schneidenwinkel Null). Andererseits kann man sich darauf berufen, daß 
von dem Fall der Strömungsablösung abgesehen die Existenz der Lösung „physikalisch 
evident“ ist: ein durch irgendeine Vorgeschichte entstandenes Grenzschiehtprofil muß sich. 
solange keine Ablösung auftritt, irgendwie weiterentwickeln! Die Mathematik gibt zu dieser 
Frage die folgende Antwort, die ich bei der ersten Veröffentlichung auf dem Mathematiker- 
kongreß zu Heidelberg 1904 schon besessen habe®): Unter Benützung von Gl. (2) läßt sieh in 


(d) 
I) Genauer müßte man die reibungsfreie Strömung an einem um die „Verdrängungsdiecke* ı \(-u)dy 
i > HH 
verdiekten Körper nehmen. ; 
1) 


2) Zusammenfassende Darstellungen findet man indem Tollmiensehen Bericht im Handbuch der Experimental 
physik, BA. IV, 1, 8.241, ferner bei L. Howarth: Techn. Report of the Aeron. Researeh-Comm. for 1934, Vol. I, S. 320 
(1956), eine lehrhafte Einführung in dem Beitrag des Verfassers in Durand, Aerodynamie Theory, Vol. III, S. 80-119. 

3) In dem Vortragstext (Verh.d. III. Intern. Math. Kongresses, Leipzig 1905, vgl. auch den Neudruck in Prandt| 
Betz: Vier Abhandlungen zur Hydrodynamik und Aerodynamik, Göttingen 1927, heißt es auf S. 487 bzw. 8. 4 nach 


u A z dp i u ’ 
Anführung der obigen Gl. (1) und (2): „Ist, wie gewöhnlich u durchaus gegeben, ferner für den Anfangsquersehnitt 


dx 
der Verlauf von u, so läßt sieh jede derartige Aufgabe numerisch bewältigen, indem man dureh Quadraturen aus jedem 
a ou ' rar , 1 " 
„ das zugehörige . gewinnen kann; damit kann man mit Hilfe eines der bekannten Näherungsverfahren immer wieder 
Ö: 


einen Schritt in der X-Riehtung weiterkommen. Eine Schwierigkeit besteht dabei allerdings in verschiedenen am festen 
Rande auftretenden Singularitäten.* 





Ztschr. f. angew. 
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7 DET DT Or 0/fıa 
(ıl. (I) für m, u schreiben: m, M. 7 | E es wırd also 
Va Vy DT 7, Oyım 
7 
" u Un, DET 
) | 20 dı - Pia) . . (3). 
" \ H / (\ y) J / 
ZETn 
ist (die Neieune der Stromlimie gegen die «-Achse. Ist die «-Achse selbst die Wand. so 
" 
muß für yon, 0 0 sein, d.h.) 0. Man erkennt im übrigen als Nebenprodukt dieser 
| 7 


Betrachtung, daß in Gl. (9) auch der Fall einer (leieht) wellizgen Wand mit enthalten ist, die 
von «der „-Achse verschieden ıst. Es ıst dann 


x 


Ye —(®) ya 
dr), was zu de) ld 
dr PP . S Yo ylayd.a 


Yo 


als Gleichung für die Wand führt. Das hier erhaltene Nebenresultat läßt sich auch so aus: 
sprechen, daß, wenn (re, y) eine Lösung des Systems (1), (2) ist, dann auch uw(a,y  9y,(#)) 
eine Lösung Ist. Dies läßt sieh natürlich auch unmittelbar aus dem System (1), (2) beweisen. 

Die Bedeutung der Beziehung (3) für unser Problem liegt jedoch darin, daß man aus ihr 
Or 7 


umd damıt mittels (2) 
(\ „ (\ My 


gewinnen kann. Für 4 @)=0 ergibt sieh 
| 7 


u\-s(- für) + 
Or N/A \ Ti / a7] 


| Yy | rar an 
Die rechte Seite dieser Gleichung enthält nur Differentiation und Integration nach „, kann 
also für ein Anfangsprofil (9) Fertig ausgerechnet werden. Sie liefert für dieses An- 
| „ou 2 h DT z 

langsprofil und daher die Mögliehkeit. nach .* fortzuschreiten, falls beschränkt ist. 


() y N r 


Man erhält ein neues « für ar, + Auer: 


nd.r, ia, N) hrs A) I Nas) l.r 


Das Verfahren läßt sich für dieses neue Profil wieder anwenden und liefert ein u (#, 42 Ir, ) 
usw. Damit ist die Existenz der Lösung für alle Bereiche nachgewiesen, in denen ı positi 
bleibt. Man erkennt aber leicht, daß die Methode versagt, wenn irgendwo «u dureh Null geht, 
da der Integrand dort quadratisch unendheh wird. Nun ist aber längs der Wand, also für 
de) 0 länes der „e-Achse, #0 wegen des Haftens der Flüssigkeit an der Wand. Die 


f 


lage wird hier dadureh erleichtert, daß gleichzeitig » quadratisch Null wird’). Ein Blick 


. s . y . 2 .. . .. 
auf Gl. (9) zeiet nun, daß die Funktion „ hur dann regulär ist, wenn der Integrand überall 


)2 
i y ’ ou ' 
endlich ist. Das verlangt aber, daß an der Wand der Ausdruck fr), E quadratisch ver- 
O 7y° 
| . ( | u | 
schwindet, d.h. daß |\ | [tr) und | 0 wırd. Die Auswertung des Limes gibt 
\ ur 
OWYy/a Vo OY/azXxXo 
| /du Jid u? | /du\ „ 
dann If] . Damit wird aus (h) der Grenzwert von [3 fr zen, ya®ß 
2 \0y Oy) Ix— ao y\dır 
oufjdh iR 
zu ricafe] erhalten. Das heißt aber, daß 
N a 7 U 


I. (der zweite uml dritte Differentialquotient des Ausgangsprofils bei y° 0 gar nicht 
beliebie sein dürfen, sondern fi.r,) und 0 sein müssen. 


>. für die Weiterentwieklung des Profils der vierte Differentialguotient bei y=0 ent- 


scheidend Ist. 


71 
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Wenn man nun an einen zweiten Sehritt denkt, so enthält «dessen Ausgangsprofil 
\ AET 


:I:r bereits 
1 


( . } \ . e 
u (a, 9) -| . Die neue Lamesbetrachtung führt darauf, daß der 
B 0 K/a Co 


my 
fünfte und sechste Differentialquotient wieder gebunden sind und der Erfolg des zweiten 
Schritts in Wandnähe von dem siebenten Differentialquotienten des Ausgangsprofils bei y=0 
abhängt! Nun denke man daran, wie man z. B. bei einer tabellarısch gegebenen Funktion 
den siebenten Differentialquotienten ermitteln soll, noch dazu an dem einen Ende der Funk- 
tionstabelle. Und dann sind erst zweı kurze Sehritte geschafft! 

/u allem noch die Bindungen! Man sieht aus Gl. (3) oder (4), daß eine Verletzung der 
Bindungen zu singeulärem Verhalten der Lösung an den Punkt # = #,,. y 0 führt. 


Ks erheben sieh zweı Fragen: 


I. Wie ist das bösartige Verhalten des Gleichungssystems (1), (2) in der Nachbarschaft 
von Orten mit «0 zu verstehen 


> Weleher Art sind die Singularıtäten, die bei einem regulären, aber die „Bindungen“ 


verletzenden Ausgangsprofil eintreten? 


3. Verhalten der Lösung an Orten mit «. 0. Zu dieser Angelegenheit ıst zunächst zu 
saren, daß die Navier-Stokesschen Gleichungen den biharmonisehen Gleichungen (1AF=0) 
nahestehen und deshalb die Lösungen im Inneren des Gebiets immer analytisch sind. Die 
Kinführung der Grenzschieht-Vernachlässigungen stellt Jedoch einen den Charakter ändernden 
kKingeriff dar. Der Bau von Gl. (3) zeigt schon, daß nun Charakteristiken vorhanden sind 
(nämlich die Geraden parallel zur Achse), längs deren Unstetigkeiten auftreten, wenn f(#) 
oder g(#) Unstetigkeiten haben. Dies weist also auf parabolischen Charakter hin. Dureh 
eine Berührungstransformation, mittels deren die Stromfunktion Y als unabhängige Veränder- 


4 oy 
liche eingeführt wird’), wird die Sachlage noch klarer. Setzt man u = | und » =— 
()7 en 5 
wird damit Gl. (2) identisch erfüllt. Führt man in Gl. (I) statt w, y neue Koordinaten £, 
ein und setzt Ex, n= Y, so wird 
RT ou dE ou O7 DT) RT) 7, ou DE ou on AT 
—* " 2 Tu 
\ iR (I © ( Q 7 ( Ay () Co (\ ıy h „ C u R „ ( 7 ( „ R 'y 
Damit wird aus Gl. (1) 
a7 | d p Q | Va, 
H 'ıMm ıH t 
Q& od: op ( 72 
i Alız Du’ - , 
"ührt man Inerin den „Gesamtdruck"y = p „ein unter Vernachlässigung des «dagegen 


. ı) u” . . yo “ ä . . 
verschwindenden Betrags ",-], so wird, wenn jetzt für & wieder «= geschrieben wird, und 


außerdem vo ıı vesetzt wird: 
c 4 01 2 
. uu m: er Ahr a ar A 


Or C 
worin noch « =) 2(g  p (x) )lo gesetzt werden kann. Gl. (5) ist mun eine Differentialgleichung, 
die derjenigen der Wärmeleitung eng verwandt ist (Y an Stelle der Stablänge und = an 
Stelle der Zeit), und also vom parabolischen Typ, von dem bekannt ist, daß bei ilım eine 
zutartige Riehtung mit analytischem Abklingen der Temperaturunterschiede usw. (wachsende 
Zeiten) existiert, daneben aber auch eine bösartige Richtung init Auftreten von Singularitäten 
(Extrapolation auf Zustände, die zeitlich vor der gegebenen Anfangsverteilung liegen*®)). Bei 
der Gl. (5) ist analog zum Wärmeleitungsproblem die Entwieklung nach wachsenden Werten 
von .z gutartig, solange « positiv ıst. Wo «u aber, wie hinter der Ablösungsstelle, zebiet- 


5), Iın Frühjahr 1914 habe ich mich mit der Strömung dureh enge schlanke Kanäle beschäftigt und fand bei deı 
\nwendung der gewöhnlichen Grenzscehichtgleichungen eine Schwierigkeit in der Formulierung der Grenzbedingungen 


H " " am zweiten Rand. leh versuchte deshalb die Einführung der Stromfunktion als unabhängiger Veränderlieher, 
da die beiden Ränder jetzt einfach P=V und P= Q = eonst lauten. Die G]. 5) wurde später aufs neue von Herrı 
v. Mises gefunden und auf der Kissinger Versammlung der Gesellsch,. für angew. Math. u. Mech., Herbst 1927 vor 
retragen, siehe diese Zeitschr. Bd. 7 (1927), S. 428. Da ich meine Rechnung bis dahin nieht veröffentlicht hatte, gebührt 
Herrn v. Mises die „Priorität“ im übliehen Sinn. Vel. übrigens meine Bemerkung zu der v. Misesschen Veröffent 
liehnnge ın dieser Zeitschr. Bd. *& (1928), S. 249 u. f., speziell Absehn. 2. S. 250. 

„Wie müßte die Verteilung vor einer Minute (oder Stunde) ausgesehen haber damit die anugenbliekliche 


ungleichförmige Temperaturverteilnnge darans entsteht“ (offenbar hänfig eine unlosbare Aufgabe! 
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weise negativ ist, beginnt der „bösartige* Zustand. Das heißt physikalisch niehts anderes, 
als daß die wandnahen Flüssiekeitsteile hinter der Ablösungsstelle in der Riehtung von 
erößeren zu kleineren .r strömen, und somit ihre Geschwindigkeitsverteilung von den Vor- 
zängen abhängt, «die sieh bei diesen größeren “-Werten abspielen. Sie aus den Zuständen 
hei kleineren .r bestimmen zu wollen, kommt also ım günstiesten Fall auf eine Art Rätsel 
raten hinaus. Mit anderen Worten: Die riehtige, den Beobachtungen entsprechende Weiter- 
entwicklung der Strömung hinter dem „Ablösungspunkt“ kommt nur dann aus der Rechnung 
heraus, wenn ın diesem Bereich der Druckverlauf, d. h. unsere Funktion f(r) nieht irgend- 
wie willkürlich gewählt, sondern sorgfältig dem gewollten Vorgang angepaßt wird. 

Was nun das Verhalten der Grenzschieht an der Wand selbst im „normalen Bereich“ 
(" >0 für 4 >00) betrifft, so ıst darauf hinzuweisen, daß die analytische Fortsetzung von « in 
das Gebiet der negativen y auf negative Werte von « führt, wenn, wie vorausgesetzt, : e 
bei y 0 positiv ist. Die Neigung der Lösung zu Absonderliehkeiten längs der Wand erklärt 
sich also dadureh, daß die analytische Fortsetzung dureh die Wand hindureh in ein „bösartiges 
(\ebiet” führt! Soweit VPotenzreihen nach y für einzelne Lösungen vorliegen, läßt sich die 
Kxtrapolation durehführen, Sie zeigt im Gebiet der negativen y immer ein starkes Anwachsen 
der Funktionswerte, etwa wie 7: e"“#” oder ähnliche Funktionen. 


4. Lösung bei Verletzung der „Bindungen“. Die Untersuchung der zweiten am Ende von 
Ahbsehnitt 2 gestellten Aufgzabe habe ıch lange Zeit vergeblich als Doktorarbeit ausgzeboten. 
ls hat sieh dann Dr. S. Goldstein aus Cambridge (England), als er 1929 als wissenschaft- 
licher Gast an meinem Institut weilte, «dieser Frage angenommen und sie sehr weitgehend 
untersucht. Die Singularitäten, die durch ein die „Bindungen* verletzendes Anfangsprofil 
entstehen, sind algebraischer Natur. Es zeigt sich, daß jedes in eine Potenzreihe nach 


ER " a8 . 
entwiekelbare Anfangsprofil für ein als ganze Funktion von .r - ., gegebenes 7 eine Lösung 
G X 
liefert, die als Potenzreihe nach j.r  ., erscheint. Die Beiwerte der Potenzen sind dabei 
Funktionen von z/yp .@  .,. die dureh Differentialgleichungen dritter Ordnung definiert sind’). 


Für unsere Aufgabe scheint jedoch dieses Lösungssystem noch nieht unmittelbar verwendbar 
zu sein. Aber auch, wenn es hierfür noch weiter ausgearbeitet werden würde, wäre damit 
nicht allzuviel gewonnen, «denn man hätte hierbei, um zu der n-ten Potenz von =  .r, Vor- 
zudringen, 3n Funktionen herzustellen, und das bedeutet eine mit jeder Potenz von yır  .r, 
weiter anschwellende Reehenarbeit. Goldstein rechnet mit 3 Gliedern und hat dabei schon 
sehr umständliche Entwicklungen nötie, um den Anschluß an die vorgegebenen Funktions- 
werte herzustellen: er kommt «damit also nur bis zum linearen Glied: der Schritt Ix= müßte 
also sehr klein bleiben, damit nieht unzulässige Fehler entstehen. Das neue Profil wäre «dann 
wieder als Potenzreihe von y darzustellen, um den nächsten Schritt vorzubereiten. Die ganze 
Sache wäre also höchst mühsam und kaum lohnend. 

is besteht daher das größte Interesse, doch mit ganzzahligen Potenzen von = vorwärts 
zu kommen. Die folgende Überleeune läßt die Aussieht auf einen brauchbaren Were zu diesem 
/ael hoffnungsvoll erseheinen. Wenn es sich um die Fortsetzung einer bereits durch ein vor- 
herzehendes Verfahren gewonnenen Lösung für einen durchaus regulären Verlauf des Druck- 
eefälles handelt, so müßten, bei völlig streng «(durehgeführter Rechnung für den vorangehenden 
Abschnitt, in dem Endprofil, das als Ausgangsprofil des neuen Abschnitts dienen soll, die 
sämtlichen Bindungen bereits erfüllt sein. Sie sind es in Wirklichkeit nicht genau, da ent- 
weder die Reihenentwieklung nach = nach einem relativ niedrigen Glied abgebrochen worden 
ist, oder sonst numerische Ungenauigkeiten aufgetreten sind. Es wird sich daher gewöhnlich 
nur darum handeln, dureh ganz leiehte Änderungen des vorgelegten Ausgangsprofils die Ein- 
haltung der Bindungs- Bedingungen wiederherzustellen, worauf in ganzen Potenzen von .r vor- 
wärtseeschritten werden kann. 

Die Frage, wie sich irgendwelche bei diesem „Zurechtrücken* des Profils gemachten 
"ehler für die nachfolgenden Schritte auswirken, muß hier noeh untersucht werden. Es wird 
sich dabei meist um solehe Abweichungen von der unbekannten genauen Form handeln, die 
bald positiv, bald negatıv sich um die genaue Kurve herumschlängeln. Aus der "Theorie der 
Wärmeleitung ist bekannt, daß solehe kurzwelligen Schwankungen in der Temperaturverteilung 
verhältnismäßig rasch abklinzen. Eine besondere Untersuchung ist daher nur für die Nähe 
des Wertes # O0 nötige. Ich habe deshalb den Fall untersuchen lassen, daß über eın Ge- 
schwindigkeitsprofil von der einfachen Form u = a y eine kleine Störung e von oszillierendem 


') Einzelheiten mögen in der Goldsteinschen Arbeit „Coneerning some solutions of the boundary layer 
equations In hydrodynamies*", Proe. Cambr. Philos. Soe. Vol. 26 I, 1930, p. I nachgelesen werden. 
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Verlauf gelagert ist. Setzt man zur Vereinfachung fest, daß e von der Form ef) (m) 
sein soll, dann ergibt sich aus dem System (1), (2) nach Linearisierung, daß ftr)=e "X ge- 
setzt werden muß. Für g (y) ergibt sich dann die Differentialgleichung 


’ 2; 
aayy \y)rry (WW)dV, 
die «dureh 


7 7 

z "U Ber & aa e 
v(m) A\j y.J RL: | r yrldy HB\j yJı, ‚(3 | € lady Hr 

m m 


velöst wird*). Von diesen Ausdrücken erfüllt aber nur derjenige mit A die Grenzbedingungen 
v(y) 0 und 9" (y)=0®, so daß sich die physikalisch in Betracht kommende Lösung auf 
dieses Glied beschränkt. Die Entwieklung nach Potenzen von y ergibt ein Glied mit 9, ein 
weiteres mit *, eines mit y” usw., wie es für den Fall f(@)=0 den Bindungen entspricht. 
Im übrigen oszilliert die Funktion mit einer mit wachsendem 9 abnehmenden Amplitude und 
abnehmender Wellenlänge”). Dieses Verhalten der Lösung in dem untersuchten Spezialfall 
v ud 

( Yy- u 
in dem zur Fortsetzung der Lösung herangezogenen Geschwindigkeitsprofil keine den Betrag 


darf als Beweis dafür angesehen werden, daß bei irgendwelchen kleinen Fehlern von | 


\ 
j . = . r s ? MH 
dieser Fehler übersteigenden Nachwirkungen zu erwarten sein werden, solange (\ 
0 


„ ) 
posit Iv ıst. 


5. Das neue Verfahren. Um nun für das endgültige Verfahren einen klaren Plan zu 
gewinnen, sei zunächst an Hand einer Entwicklung von « in Potenzen von y dureh Eintragen 
in das System (1), (2) und Koefftizientenvergleich das System der Bindungen noch genauer 
studiert. Es sei 


a, a" 
H a,YTr 9: .. j.' 
wo d,...a; Funktionen von .r darstellen. Differentiationen nach «r seien dureh Striche an- 
; ıdp il 2 
gedeutet (a,’ usw.): je wieder =» fi) gesetzt. Man findet der Reihe nach die fol- 
DD GE 


eenden Beziehungen, wenn man jedes a, mit n >1, wo es auf der rechten Seite auftritt, 
dureh seinen einige Zeilen darüber angegebenen Wert ersetzt: 


Ad, (frei) j (, f (vergeben) R (t, () (zereben) i 
| +.) .) 
' 4 1 u Y BB _ u 
t, a,a, (Iren), a,= a,f! (gegeben X «,). , ff’ (gegeben), 
r Y v 
| >] [zZ io * ® 
(d, „(ta,’a, 0,4, ") (frei). 
Mr 
Bricht man die Reihe hier ab, so lassen sich die drei freien Werte a, «a, a, aus 3 linearen 


Gleichungen ermitteln, wenn man von den zu 3 festen Werten von y gehörigen u-Werten 
ausgeht. Die ersten bis siebenten Potenzen der drei „Werte werden im voraus berechnet 


und bei jedem Schritt wieder benützt. Durch Einsetzen von a, in a, ergibt sieh «a,', 
durch Einsetzen von a, und a, in a, weiter a,’. Mit diesen Werten läßt sieh noch 
’ | [23 j + 
a, = — (a, a,” +a,”) berechnen. 

Y 


Das ganze Verfahren läßt sich noch verfeinern, wenn man nachträglich mit 


A, „10a?  Ba,af+t9a,a, +a, fi 
| 
und 
| Wa,ff” 16a,f’’] 
A, BE 1 ) 1 
>; Diese Lösung verdanke ich meinem Mitarbeiter Dr. H. Görtler. Er hat aueh den Nachweis geführt, daß 
eine die Grenzbedingungen befriedigende Lösung für / et "N nieht existiert. 


») Aus der asymptotischen Formel für J4+ 77 ergibt sieh eine zu 1/Vy proportionale Wellenlänge 7 und eine 


Abklingungskonstante 


ay+(42 77) 
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für die drei »-Werte die Glieder achter und neunter Potenz berechnet, und damit aus den 
gegebenen drei u-Werten a,, a, und a, erneut rechnet (gegebenenfalls durch Iteration zu 
wiederholen). Über die zweekmäßigste Wahl der drei y-Werte wird noch eine besondere 
Untersuchung anzustellen sein. Vielleicht wird es sich als zweckmäßig erweisen, die Rechnung 
so anzulegen, daß man zunächst aus einer Ordinate y, eine erste Näherung von a, ermittelt, 
dann mittels y, und 9, a, und eine Verbesserung von a,, schließlich mit drei y-Werten a,, 
eine Verbesserung von a, und eine zweite Verbesserung von a,. Bei diesem Verfahren kann 
im zweiten Schritt gleich bis «a,, im dritten Schritt bis a, gegangen werden, wobei jedesmal 
die vorherige Näherung von a, bzw. a, in die höheren Glieder eingesetzt wird. 


Beı den numerischen Rechnungen wird man übrigens meist in bekannter Weise dimen- 
sıonslose Koordinaten wählen, durch die an Stelle von » die Einheit tritt (X = «fl. 


Y=yyulrl, U=ulu,). 


Von diesem Verfahren wird a, nicht geliefert, es läßt sich daher ohne Kontakt mit 
einem anderen Verfahren, das die Entwicklung des Geschwindigkeitsprofils im Inneren der 
lüssigkeit liefert, nicht fortsetzen. Hierfür steht aber die in Gl. (4) gegebene Rechen- 
vorschrift zur Verfügung, oder aber diejenige von Gl. (5), die wahrscheinlich hier noch zweck- 


.. 
‘ 


mäßiger ist. Diese ist nur noch durch einen Übergang zwischen y und Y zu ergänzen. 


Wegen 


> AZ y 
H (( ’) Ist / Pix) + \dVPlu. 
0 9] oy „ ; | 
Setzt man hierin 
N \2 ..\ 
O4 079 
( G1I8,) 1 | «| Ar.) nn Ir. via R 
/ 4 (O = “n ‘/ | Q ve), x 


(zerebenenfalls analog zum Runge-Kuttaschen Verfahren zu verbessern), so ist das zu 
jedem y oder u gehörige y bis auf den unbekannten Wert Pi#,+ A.) bekannt. Dieser 
bedeutet eine Parallelverschiebung des gefundenen Geschwindigkeitsprofills und kann so er- 
mittelt werden, daß das Profil sieh stetige an das nach der anderen Methode ermittelte wand- 
nahe Profil anschließt. Man muß für eine breite Überlappung beider Profile sorgen und 
gewinnt hierdureh das Hilfsmittel für die Bestimmung des Koeffizienten a, für den nächsten 
Schritt. Umgekehrt ist der Anschluß auch für das Fortschreiten im Innern wichtig, da man 


Y? 
ta 0" y 
bei der numerischen Ermittlung von |‘, am Rande des Gebiets jedesmal etwas an Breite 
( yr : 


verlieren würde, wenn man den Verlauf von g im Randstreifen nicht hinzunehmen würde. 


Man kann natürlich hinterher auch in dem wandnahen Streifen den Schritt von „+ 4.r 
rückwärts zu .-, hin nach der früheren Methode vornehmen und aus den Abweichungen eine 
Korrektur zweiter Ordnung herleiten (zerebenenfalls auch vier Schritte hin und her, um wie 
beim Runze-Kutta- Verfahren den Fehler des Schrittes auf die fünfte Ordnung herunter- 
zubringen, was natürlich dann die Wahl von größeren Schritten 4. ermöglicht). 


Das Verfahren ist auch so wie geschildert nicht gerade einfach, aber es dürfte sehr 
zuverlässige Ergebnisse liefern. Die praktische Erprobung steht noch aus. Sie soll demnächst 
im Kaiser Wilhelm-Institut für Strömungsforschung vorgenommen werden. Es ist zu erwarten, 
daß man bis zur Ablösungsstelle und wohl noch ein. wenig darüber hinaus kommen wird. 
Kine Untersuchung der Verhältnisse an der Ablösungsstelle (a, =0) zeigt, daß dort a, die 


0 
"orm og annimmt, da a, zugleich mit a, Null wird. Man wird aber vorwärtskommen, wenn 


man «a, und auch «a,’, das hier = a,’?/v wird, bis dorthin extrapoliert. Von der Ablösungs- 
stelle .»  .r,;, wird man wohl mit einer dort beginnenden Entwicklung nach Potenzen von # — .; 
und », deren Beiwerte durch den stetigen Anschluß an das Gebiet = < x, gegeben sind, 
noch etwas weiter vordringen können, wobei nunmehr der Verlauf von f (x) nach der Forderung, 
daß ein Totwassergebiet auftreten soll, zu wählen sein wird. 


Zusammenfassung. Die Eigenschaften der Lösungen der hydrodynamischen Gleichungen 
zäher Flüssigkeit unter „Grenzschicht-Vernachlässigung“ werden erörtert. Es wird eine Methode 
für die numerische Ermittlung der Lösung angegeben, wenn das Anfangsprofll u (,, y) und 
der Druckverlauf p () im Inneren des Gebietes gegeben Ist. S07 
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Über die Fehlerabschätzung beim Adamsschen Verfahren zur 
Integration gewöhnlicher Differentialgleichungen. 
Von W. Tollmien in Dresden. 


in sehr beliebtes Verfahren zur praktischen Integration gewöhnlicher Differentialgleiehungen 
beruht auf dem Grundsatz fortlaufender Extrapolation. Dieser Gedanke liegt so nahe, 
daß verschiedene Autoren, oft unabhängig voneinander, Spielarten dieses Verfahrens angegeben 
haben, die sich nieht im Prinzip, sondern nur in der Anordnung der Rechnung unterscheiden. 
Gewöhnlich wird das Verfahren nach J. ©. Adams benannt, und dieser Sprachgebrauch soll 
auch hier beibehalten werden. J. ©. Adams ist einer der beiden berühmten Astronomen, 
welche die Existenz des Planeten Neptun vorausberechneten. 
Der erundsätzliche Kern des Verfahrens sei kurz an einer gewöhnlichen Differential- 
eleichunge 1. Ordnung erläutert. Die Integralfunktion (x) der Differentialgleichung 


dy 


d My / w, „ 


mit der Anfangsbedingung y=9Y, für #=.x, soll bestimmt werden. Die Voraussetzungen 
über f(x,,y) werden später formuliert (vgl. $ I). Für y sei nun bis zum Argument «==. 
eine Näherung 9 (x) bekannt, die den Genauigkeitsansprüchen genüge. Mit dieser Näherung 
wird die Funktion f(“#, 9 (#)) gebildet, die nur von x allein abhängt. Man nimmt f(x, Yy (#)) 
als Näherung für die Funktion f(@#, y («)), die nach der Differentialgleichung gleich der ersten 
Ableitung der Integralfunktion y (.r) ist. ft, 7 (r)) ist allerdings zunächst nur bis zum Argument 
*,„ bekannt, aber man kann diese Funktion bis zum nächsten Argument #,4,, für das y an- 
venähert bestimmt werden soll, extrapolieren. Nachdem man sich so eine Näherung für die 
erste Ableitung der Integralfunktion bis zum Argument „+, verschafft hat, ermittelt man 
durch Quadratur einen Näherungswert für y(#„+,). Dies Verfahren wird sodann über 
hinaus in der gleichen Weise fortgesetzt. 

Die verschiedenen Durchführungen dieses einfachen Grundgedankens unterscheiden sich 
zunächst in der Art der Extrapolation von f(#,9(#)). Adams!) bedient sich dabei der 
Differenzentechnik, er schließt sich also der Newtonsehen Form des Approximationspolynoms 
an, während etwa Steffensen’) unmittelbar die Werte f(#,9y(#)) benutzt, entsprechend 
der Lagrangeschen Art der Annäherung der Funktion durch ein Polynom. Innerhalb dieser 
beiden Klassen von Extrapolationsformeln sind noch mancherlei Varianten möglich. Auf den 
Vorschlag von Nyström’) sei hingewiesen. Eine gute Literaturübersicht ist in einem 
amerikanischen Bericht?) zu finden. 

Bei dieser Integration durch fortgesetzte Extrapolation ist eine starke Fehlerfortpflanzung 
zu befürchten, wenn man das Verfahren für eine größere Anzahl von Argumentschritten hinter- 
einander ausführt. Um die Fehlerfortpflanzung hintanzuhalten, ist oft eine iterative Ver- 
besserung der Näherungswerte der Integralfunktion bei jedem Einzelschritt (nach der Be- 
schreibung oben vom Argument x, zum Argument «„+,) empfohlen worden. Diese Näherungs- 
folge muß erst eine „endgültige Näherung* 9 erreichen, ehe zum nächsten Argumentsehritt 
(nach der Beschreibung von „+, ZU #„4,) übergegangen wird. Dabei wird die Näherungs- 
folge durch eine sinngemäße Übertragung des bekannten Iterationsprozesses von Picard 
gewonnen, wie ın $ 2 des näheren ausgeführt werden wird. 


Das Adamssche Verfahren und seine Abarten kann offensichtlich erst dann in Gang 
gesetzt werden, wenn bereits Näherungswerte 9 für eine Anzahl Argumente .; bekannt sind. 
Diese Ausgangswerte kann man sich entweder durch fremde Methoden beschaffen, z. B. durch 
Ansatz einer Taylorentwicklung für y(.), oder am besten wieder durch Näherungsfolgen, die 
durch iterative Verbesserung irgendwelcher roher Näherungen zu den endgültigen Ausgangs- 
werten (x) führen. In $ 2 wird hierfür eine mögliche Rechnungsanordnung gegeben. 

Natürlich kann man alle diese Prozesse auch graphisch ausführen. Die Extrapolation 
von f(x, 9 («)) mittels eines Polynoms erfolgt dann graphisch mittels einer höheren Parabel; 
besser noch kann man bei leidlicher Schulung nach dem Augenmaß extrapolieren. Das 
weitere Vorgehen bei der iterativen Verbesserung ist wohlbekannt, so daß sich ein besonderes 
Eingehen auf die graphischen Methoden im vorliegenden Zusammenhang erübrigt. 

I!) Vgl. die Beschreibung des Adamsschen Verfahrens bei E. T. Whittaker and J. Robinson: The Caleulus 
of Observations, London 1924, Chapter XIV. 

2) J. F. Steffensen: Interpolation, Baltimore 1927 (Dänische Ausgabe Kopenhagen 1925), S 17. 

3) E. J. Nyström: Über die numerische Integration von Differentialgleiehungen, Acta Societatis Seientiarum 
Fennicae 50, Nr. 13 (1925). 

#4) A. A. Bennett, W. E. Milne, H. Bateman: Numerical Integration of Differential Eqnations, Bull. Nat. 
Research Conuneil Nr. 92, Washington 1933. 
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Trotz der Einfachheit des Grundgedankens machte die Fehlerabschätzung bein 
Adamsschen Verfahren besondere Schwierigkeiten, jedenfalls ließ sie lange auf sich warten. 
last alle Autoren blieben bei Betrachtungen über den Fehler beim Einzelschritt stehen, 
berücksichtigten aber nicht, jedenfalls nieht explizit, die Fehlerfortpflanzung, wenn eine An- 
zahl von Argumentsehritten hintereinander ausgeführt werden. Erst in einer Arbeit von 
Ik. v. Mises’) wurde dieser wichtige Umstand voll in Betracht gezogen und eine explizite 
“ehlerabschätzung gezeben. Günther Schulz") lieferte dann im Anschluß an diese Arbeit 
eine Fehlerabschätzung für das Adamssche Verfahren mit iterativer Verbesserung, wie wir 
es oben skızzıerten. 

Die Auswirkung dieses Erfolges der Theorie wurde dadurch behindert, daß die beiden 
"ehlerabschätzungen auf langwierigem und recht verwickeltem Wege gewonnen wurden. Aus 
dem Bedürfnis nach einem einfachen Beweiszang ist im folgenden eine neue Fehlerabschätzung 
gegeben, Die Kinfachheit der Herleitung wurde dadureh erzielt, daß ein grundlegender Satz 
aus der Theorie der gewöhnlichen Differentialgleichungzen herangezogen wurde. Dieser Satz 
ıst ohnehin für die Praxis der Differentialgleiehungen unentbehrlich und ist daher als ein an- 
vemessenes Hilfsmittel anzusehen. 

Daß diese Zeilen E. Trefftz zum Gedächtnis geschrieben wurden, möge seine Be- 
gründung in dem großen Interesse finden, das E. Trefftz den Fragen der praktischen Inte- 
eration der Differentialgleichungen mit Fehlerabschätzungen immer entgegengebracht hat. 

Um eine feste Vorstellung zu haben, geben wir die Fehlerabschätzung für eine ganz 
bestimmte Form des Adamsschen Verfahrens mit iterativer Verbesserung. Der zugrunde 
velegte Rechnungszeang ıst auch in der Formelsammlung von Günther Schulz’) angegeben 
und wird deshalb nur kurz erläutert werden (vel. $ 2). Die Fehlerabschätzung läßt sich auf 
andere Spielarten des Verfahrens ohne Mühe übertragen. An die Spitze der Erörterung 
stellen wir die erwähnte allgemeine Abschätzungsformel aus der Theorie der gewöhnlichen 
Differentialgleichungen. 


$S 1. Allgemeine Abschätzungsformeln für angenäherte Integrale gewöhnlicher Differential- 
gleichungen 1. Ordnung. Das Integral der Differentialgleichung 


dy 


d.r kn) 


[5 
Bereich von . und 7, der im folgenden in Betracht kommt, in beiden Variablen x und 
stetig sein, außerdem der Lipschitzbedingung 


mit der Anfangsbedingung y 7, bei «= .r, soll bestimmt werden. f(x, y) soll dabei in den 


f(x,y) - f(x, Yyı) Miy—Mul -»- : =. 2% mn 0. 


genügen; mit anderen Worten, der Differenzenquotient von f bezüglich y soll seinem Betrag 
nach MM nicht übersteigen. Ohne praktische Bedenken kann man die Lipschitzbedingung durch 
die stärkere Forderung ersetzen, daß f eine stetige partielle Ableitung nach y hat, so dal; 


of 


er 
EM 


ist. Der kürzeren Schreibweise wegen wollen wir meist diese Bedingung ansetzen. Tatsäch- 
lich käme man im folgenden mit der milderen Lipschitzbedingung überall durch. 

Unter diesen Bedingungen für f läßt sich nach Pieard die eindeutige Existenz des 
gesuchten Integrals beweisen‘). Der Pieardsche Iterationsprozeß. den man zur theoretischen 
Konstruktion des Integrals in diesem Existenzbeweis benutzt, ist durch 


\ 


DIE ET ala eo are re 


Xu 


beschrieben, wo der hochgestellte und eingeklammerte Index die Nummer der Näherung 
bezeichnet. 

Aus dem Pieceardschen Existenzbeweis entspringt nebenbei eine grundlegende Ab- 
schätzungstormel, wie schon häufig dargetan ist”). Der Unterschied zwischen einer Näherung 
7(#) und dem exakten Integral „(.#) soll abgeschätzt werden, wenn der Rest bekannt ist, 


5, R. v. Mises: Zur numerischen Integration von Differentialgleiehungen, diese Zeitschr. Bd. X, S. 81, 1930. 

6, Günther Sehulz: Interpolationsverfahren zur numerischen Integration gewöhnlicher Differentialgleiechungen, 
diese Zeitschr. Bd. XII S. 44, 1932. 

') Günther Sehulz: Formelsammlung zur praktischen Mathematik, Berlin und Leipzig 1937, Abschnitt VII, 33. 

s), Vel. etwa J. Horn: Gewöhnliche Differentialgleiehungen, Berlin und Leipzig, 3. Aufl. 1957, S 11. 

», Vgl. etwa J. Horn (a.a.0.) $ 11. Formel (11) oder E. Kamke: Differentialgleichungen reeller Funktionen, 
leipzig 10930, 9 11, Abschnitt 51 und 52. Eine etwas gröbere Abschätzung findet sieh in L.. Bieberbach: Theorie der 
Differentialgleichungen, 3. Aufl., Berlin 1930, Il. Kapitel, 3. 
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bis auf den 7 (#) die Differentialgleichung erfüllt. Es sei y (@@,) = 9,, und y sei stetig und 


i . dy = 
habe eine stückweise stetige Ableitung. Bilden wır / und für, y Ge)), so ıst der erwähnte 
En : 
Rest #9 (r) definiert dureh 
dy | . 
(r,y(a)) r Hl) . er (>). 
dx : 
Ist nun 
ı) { ae Er az (6), 
so eilt die fundamentale Ungleichung 
s ‚WM x \y _ 
/ / (e A De Fan Wi (4). 
„ 4 Ay] 
In dieser Ungleichung ist & alleın mit Hilfe von y zu bestimmen. M als obere absolute Schranke 
\ 
von „ist für einen genügend breiten Streifen um die Näherungskurve y(#) zu ermitteln, 
0? 


so daß y mit in dem Streifen enthalten ist. Nach durchgeführter Abschätzung von |y - Y 
kann man leicht kontrollieren. ob man das Gebiet zur Bestimmune von M vzroß zenue 
eewählt hat. 

Diese Formel läßt sieh mit geringer Mühe auf den wiehtieen Fall veralleemeinern, daß 
y(.) eine etwas andere Anfangsbedingung erfüllt als das exakte Integral y. Es seı jetzt 


y(a)=y,+td mit d ®; | Eee 
während wıe früher 
dı En 
zn f(a,y(a)) Ya) . . em Yale (+) 
und ) f er = A en Fe, 


sel. Wır führen sodann 
y(a)ayla) dd 
ein, so daß 
dı, 


np fir, 7 () ) dl) t ) (ir) 


mit der früheren Anfangsbedingung +) (.r,) =, gilt. Schreiben wir dafür 


’ 


dı, 


1 er) rrke, 


wobeı unter Benutzung der Lapsechitzbedingung 
),(ur) fir, y (a) td) — fr, (r)) Mid Mo 


ist, so können wir die frühere Abschätzungsformel (7) auf , anwenden: 


MS--: 
MN y (eM IX -& E), 
Für », führen wir wieder y dein. Dann erhält”) ınan 
deMix-xir—l(eMix—xo I)... (MH 
Ba My ) u (il) 


Aus dem Gang des Pıcardschen Existenzbeweises erzibt sich eine einfache Möglich: 
keit zur Verschärfung dieser Abschätzungsformeln. An Stelle von (6) kann man (die folgende 
Definition von & benutzen: 


x 


\Jla)d.r Ei r y ä - . (6a. 


0 


\o 
Diese Möglichkeit, die Absehätzungen zu verfeinern, soll jedoch in dieser Arbeit nur in einer 
Bemerkung ganz am Schluß ausgenutzt werden. 


$S 2. Adamssche Integrationsmethode mit iterativer Verbesserung. Die gesuchte Näherung 
y sei wie in der Einleitung zunächst bis zum Argument ,„ als bekannt vorausgesetzt. Je 
zwei aufeinanderfolgende Argumente #,,.,,,...x, mögen den festen Abstand » voneinander 
haben. A» kann positiv oder negativ sein. Zuerst ist die Funktion f(#,9(#)) über »,„ hinaus 
bis zum Werte „4,0, + ht zu extrapolieren. Zur Abkürzung setzen wir 


ya) = Yı, (#,,9(#)))= F(#;) l'; | | (12). 


10, Aus (4 Y d <k>ovfolgt u y<k+d 
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Die Extrapolation erfolge nach der Newtonschen Formel mit aufsteigenden Differenzen. 
Wenn wir uns mit einem Approximationspolynom dritten Grades begnügen, erhalten wir 


r My h "Pr re er x E Kr Br r ER r r 5 


a i a 7 
PART 3'h? 


Die aufsteieenden oder rückwärts genommenen Differenzen sind dabei 


n F' F Fu 1 9 N F En 2 En | - F, 29 1 = F\, > FF - > Ei > En 3 (1 H). 


n—1 


Das Approximationspolynom (13) stimmt mit F für die Argumente #,, #11: #n 0, #n.„ über- 


ein. Nun wird durch Quadratur von (13) von .r, bis „+ ,, also über ein ext rapoliertes 
Funktionsstück: 


| H F + s n F R' | n er ® ‘ ' ’ ° (15). 





Da F eine Näherung für die Ableitung von y nach «= ist, hat man daraus als ersten 


Yu (] jr 
Näherungswert ,', , für y(ar,+,): 


Hr... 


Nach dem ursprünglichen Adamsschen Verfahren wird dieser Näherungswert schon als 
endeültiz angenommen. 
oo. . . . . ] Be ’ . 
Wir wollen iterativ verbessern, indem mit ,., , auch für F (x, ,) ein erster verbesserter * 


.. ‚(] . (] . . . .- . ‚ 
Näherungswert F, 1 fl. 9,2 1) gebildet wird. Damit können wir nunmehr durch Inter- 


polation für den Verlauf der ersten Näherung F’ in dem Intervall »«,„....*„,+, die Aussage 
machen: 
ME Int x x \(.r U 
OD /n il ! + AKER, (“ anti n 2 0) 
! (0) 4 h Varıf j 172 Va+ıl 
(17). 
(X Ky + ARE En) Ly 1) ’ pn 
3!h’ Fur 





Durch Integration dieser Formel von «,„ bis „+, erhalten wir in Analogie zum Pıicard- 
. ' Er nn a Deo 
schen Iterationsprozeß als nächste Näherung , 1 für y (@,+,): 


(2 I) | | 2 | .) 


\ ) 2 N Y Y ) ’ ) ’ , 
Nu ] Hu + F n-+ | .) Rn l' = (9) H l F R 4 } l ET (15). 
. y FR .) . . . Zr (2 » (2 . 
Mit diesem Näherungswert ,', , wird ein zweiter Näherungswert FF}. = fla, #1; 1) gebildet 


usf. Allgemein berechnet sieh die » + l-te Näherung aus der »-ten nach der Formel: 


rel, a Fr Fr... (19. 
Die Konvergenz dieser Näherungen ,',, mit wachsendem » nach einer endgültigen Näherung 
Yu+, wird im folgenden Paragraphen bewiesen werden. 

ls bleibt nur noch übrig, Näherungswerte 7 für einige Argumente am Anfang der 
Integralkurve zu ermitteln. Da wir uns mit Approximationspolynomen dritten Grades begnügt 
haben, genügt es, 7 für .,. .,,%,, 0%, zu kennen, um dann das obige Verfahren in Gang zu 
setzen. Dabei ist 7 (#,) =, von vornherein gegeben. Die ersten Näherungswerte für ,, Hs, 4; 
kann man etwa nach den Formeln 


„ =mtrhfla,Y); Y=y +hfla,m”), Y = +rhfle..m) (20) 


vewinnen, indem man die Integralkurve durch ein Polygon nach dem Vorgange von Euler 
und Cauehy approximiert. Etwas rascher kommt man zum Ziele, wenn man extrapolatorische 
(uadratur nach Art der Formel (16) benutzt: 





[4 | | : 
vu —a+Bar.”. EEE Ai 7 Fe“ r=V,# e 


(21). 


| ale | De 
. Pi K- h fe o. 2 F u. + (> ° F ” | 





Dabei ist FA =efla,, m), FR =fle,. m) usw, so daß sich das Abbrechen der rechten 


0 1 
Seiten dieser Formeln zwangsläufig ergibt. 
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Hat man eine v-te Näherung ,, 9’. 9, , so kann man das Approximationspolynon 
dritten Grades dureh FF (a, ) mit 70, 1,2,3 legen: 
r an ala Kr KL. AR x. an wir Er Er My ) 
pF ı" -1 zn - u . | ’ ! (vr Tr . 1 | . ven 
u h 21m? Ä 3'h® 
Durch Integration dieses Polynoms von .r, bis .,, von ., bis .„r,, von ., bis .r, erhält man 
die »-+1-te Näherung für „,, », und ,;: 
() 1 / rn () 2 FV 25 2 pr > pon\ 
/ ) N N ’ ) d 1) = s d ’ “ d ) 
I, Un 2 ) | 3 DL 1 w Mn 
(+1) «ıv 1) / In (v) 2 | pi” | 2 | 2 pi | | | 3 on (2 
Ur „, ! | 3 .) 3 Ks pp" 34'3 | u) 
| | | n£ | Bere 
y,’ + 1) 7 0) ) Jh U Nie An | A pı” (51 Fi’) DYU r ae 





Damit ist das Rechenverfahren vollständige dargeleet. 


$ 3. Existenz einer endgültigen Näherung. Die Existenz «der endgültigen Näherung 7 
wird dureh Aufzeigung hinreiehender Bedingungen für die Konvergenz der Näherungsfolgen 
des Verfahrens bewiesen. Diese hinreiehenden Bedingungen lassen sich durch passende Wahl 
des Arzumentschrittes » erfüllen. Die genaue Konvergenzerenze, mit anderen Worten, die 
Aufstellune von Bedingungen, die nieht nur hinreichend, sondern auch notwendig sind, ist 
praktisch kaum wichtig. 

Abgesehen vom Beginn werden die Näherungsfolgen für 7 nach (19) berechnet. 
man die Differenzen nach (14) durch die Funktionswerte selbst aus, kann man 
auch schreiben: 


Drückt 
für (19) 


Su 


hf 
(’-+]) „(r) N, - 11 A) 
um - ] NY au 7} 1 r 1%) I n +) F en ae F', >| 
oder ausführlich: 
} I) m 3 h I, | i (v) L 19 ( , u ( 2 f 2 | 5 
un l Ur ı If g / 4 n+ı» ur 1 l I e / 4 „* um > 4 H I ? um n T (a „ ”, Hu >| (2) 


aber nichts anderes dar als die bekannte iterative Lösungesmethode 
und zwar handelt sich hier um die Bestimmung von 


Diese Vorschrift stellt 
einer transzendenten Gleichunge''). 
Yn+, aus der Gleichung: 


\/ ken4 1° Yn+ y’Pr 19 f(a&u; Yu) 


es 


3) iz, 


jedineung für die Konvergenz der Auflösung der Gleichung 


i i bi 
ı In tft > 


A R ! | 
Anti In Toy ‚ Yu >| (24). 


Kine hinreichende 


8 a Yatı ‘ (HYn+ 1) . (25) 
«nreh Iteration ist 
\ 
()« 
n ut ren ar er 
. . . In vi 
In diesem Falle ergibt sıch 
Ö J .) Ö ln +1: In+ 1) Me yyı 
\ > 3 h \ 5; er re ae ra en, 
Olfnrı 24 OYı+» 
woraus unter Benutzung von (3) die Konvergenzbedingung 
) 
-/hrM<I1 (25) 
Q 


folet. Diese Konvergenzbedingune findet sich schon in der Arbeit von Günther Schulz 
(a.a.0.$ 2), ohne Bezugnahme auf den allgemeinen Satz direkt abgeleitet, 
Es bleibt nur noch übrig, die Konvergenz der Näherungsfolgen für die Ausgangswerte 


Nach ähnlichen Umformungen wie oben erhalten wir die Iterations- 


Yıx Yo, 49, zu beweisen. 
vorsehrift (22) ın der Form: 
(1) h “f s vr) od y 5 (’) 9 P . (), ‘ ’ a 1) 
„, Ve II Fr, HI Fra, Yo) 
n (v I) N "+1 h ‚ . 4 (v’) 13 P a cr’) 13 ‚ ‚ (ıv’) u R [) 2) 
Ur Y, >,\ 12,9. I r38fia,, 9 IYrisfla,.. 9, I- Faso N). 
2. } | 
Yu en u er If fie, u Tr 19) [(x,, Pr ) 7 f I, N ) -/ (a, Yo) 
11) Vgl. Fr. A. Willers: Methoden der praktischen Analysis, Berlin und Leipzig 1928, 18,5 (Lösung einer 


transzendenten Gleichung), 


, 18,7 (Lösung eines Systems transzendenter Gleichungen). 
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Diese Iterationsvorschrift fassen wir auf als Vorschlag zur Lösung eines Systems von drei 
transzendenten Gleiehungen für die Größen 


v, HM, Yo: ", Ya NY; F Ur ee een 


Durch diese Auffassung wird es möglich, einen allgemeinen bekannten Konvergenzsatz an- 
zuwenden. Wir schreiben die drei transzendenten Gleichungen symbolisch als: 


v, ©; 19.. %.. Ds. ", VolV,, Us, du), D. Pald%,, U, Us) a . (sl). 


Dabeı ıst etwa 
h , Ban ı 2. = , 
ee Aa IT II TE (2), 
WO. Ya, 9, mach (30) dureh ®,, ©, und », auszudrücken sind. Für die Möglichkeit der iterativen 
Lösung dieses Gleichungssvstems ist es hinreichend (vgl. Willers a. a. O.), daß 





N N N N Na N N N N 

0.7, Ufa Us | 0%, | Ufa “ Ulf | 0%, Ufa U | (33) 
| | ä - | 29 

Q "; Q " Ö ", Ö "; Ö ", Ö " Q 2; Q ”; Ö "; 


sind. Diese Ableituneen kann man leicht bilden. wenn man sich erinnert, daß nach (30) 


. . r > N A : , i , 
Ur Ur | I Ur un | ! 1 g ! ’* Ur Ur BE: Tag ? f ns I +— f 


l > 3 
ist. Dann wird z. B. 


oy, h (O fix,,9;) - O fl, , 4.) Oft, MN 


-19 a Tr FE 
r v, > Q Ur Ö Ur Q U 
Mit Benutzung der Bedingung (3) erhält man die Abschätzung ‚ 
Oy, 245) ] \/ 5 
| a )). 
do, 24 | 
In dieser Weise bekommt man aus (33) als hinreichende Konvergenzbedingungen 
S.) 1 
>| h'M<1l, a2 ıh\M h; >, BETZ Ta rise” 2 


Die Konvergenz der Näherungsfolgen für die Ausgangswerte %,, %s, 7, Ist also gesichert, wenn 


Sn En 
7 h'M<1 ir u en aa Wal 0) BE? HET TE Be Der ee Zr FE 
während für die Konvergenz der Näherungsfoleen ım weiteren Verlauf nach (28) sehon 
5 
h  M<1 57 RR ER Ne So 
S 


hinreieht. Diesen Bedingungen entsprechend ıst A zu wählen. Praktisch wird man h so 
bestimmen, daß man bei den Ausgzangswerten mit drei bis vierfacher Iteration auskommt. 
während im weiteren Verlauf ein- bis zweimalige Anwendung der Formel (19) zur Erzielung 
der gewünschten Genauigkeit genügen sollte. Die Rechenarbeit erledigt sich rascher, als man 
nach der Beschreibung erwarten sollte. 

Damit ist die Existenz der endgültigen Näherung 7% (“) bewiesen. Diese Näherung wird 
also gewonnen dureh iterative Berechnung von 9,+, für »n 3 aus der Gleichung 


! | > | 
Hn+i An a uf "nt In+ 1) 1 / (My, An) 3 Mn» In-ı +] una, In o)s u (39) 


und dureh ıiterative Berechnung von 4 4, und 9. 9%, aus 
«e/1 R N» e/1 ./3 .ıJ2 





h .. a ’ 
N, ur If / (Ma) 3 Id,, Js} . 197 I, NM!Tr u (os Yo)4 
h ' q y | .) 4 | .) 2 : Y +) 
1 Fa Fo vr va BLUE 7 FI nu ua 52 BEE En un 53 2 BEE ee RE BE ee A} INN. 
4 Jh s D - . . 
N „ a f 5. Ma) 1 / (My. N) fl, rn. NM); 





Die Formeln (38) und (39) definieren vollständie das dargestellte Inteerationsverfahren. 


s 4. Fehlerabschätzung beim Adamsschen Verfahren mit iterativer Verbesserung. Nach 
diesen Vorbereitungen erledigt sich die Fehlerabschätzung leicht. Wır haben zunächst fest- 
zustellen, welcher Differentialgleichung die endgültige Näherung 7 (.*) genügt. 
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7 wird immer nur für die ausgezeichneten Argumente #;=.x,+tih mit i=1,2... be- 


trachtet, ebenso natürlich auch die Funktion f(#,%(“)). Um die transzendente Gl. (38) auf- 
zustellen, sind die Funktionswerte 
(a;, yıa;ı)) F(.r;) 

dureh ein Interpolationspolynom 3. Grades für die Zwischenwerte der Argumente #,_,, Xu; 
"5 2 +, ergänzt zu denken. Durch Quadratur dieses Interpolationspolynoms von x, bis 2,4, 
folgt dann die Gl. (38). Entsprechend werden die transzendenten Gl. (39) für die Ausgangs- 
werte mittels Quadratur des Interpolationspolynoms durch die Funktionswerte F(#,), F(x,), 
F(x,) und F(#,) gewonnen, wobei von x, bis .,, von ., bis x, und von «, bis ., zu integrieren 
ist. Man hat also tatsächlich nieht die Funktion f(x, 4 (.)) integriert, die man sich etwa 
mittels Interpolation der 9 (#;) entstanden denken könnte; es wurden vielmehr Näherungs- 


J 


polynome f(x, (.#)) benutzt. Demnach genügt das berechnete 7 der Differentialgleicehung 
dy - m 


mit der Anfangsbedingung 7 (#,) = Ys: 
Um die allgemeine Abschätzungsformel (7) anwenden zu können, schreiben wir 


dy j 
ep FERN FRI = 3 3 ee er, 
Dabei ıst nach (40) 
»()= fl, yl)) FH le) -: > 2 ren. KA). 


Folglich ist 9 nichts anderes als der Interpolationsfehler, der bei dem stückweisen Er- 
satz einer Funktion f(x, 9 (e)) = F (x) durch Interpolationspolynome 3. Grades f(#, 9 (#)) = Fi.) 
entsteht. Der Interpolationsfehler läßt sich leicht abschätzen. Es ist nämlich 


(2 — u) +, ) er) — Ri r,) rn F 
L! dr" /x 


wo & ein Zwischenwert zwischen « und den vier zur Interpolation benutzten Argumenten 
“is Kits Kir, Und 2;+, Ist. Wir setzen 2 = @;+uh, wobei « bei den Ausgangswerten, wo 
i=0 ist, zwischen O0 und 3 benutzt wird, während es später, wo in -—2,n 3 ist, nur 
zwischen 2 und 3 gebraucht wird. Jedenfalls hat das Polynom in (43): 


F (x) — F(«) (43), 


(2 — 2) (a — 2%; +,)Ie — 4) ar )=htuu  I)lu —-—2)u —3) . . . . (44) 


als leieht zu berechnende absolute Schranke den Wert h*. wenn 0. u=—_3 ist. womit der 
eanze Anwendungsbereich gedeckt ist. Für die totale 4. Ableitung nach . in (43) gelte: 


d’ Fix) dl’ fir, Y (.)) 


d gi d ri K, j ; i . : . R . : . (4). 
Dann ist 
' h’R 
»|= F (ir) — Fix) 4 - (46). 


ls ergibt sich demnach nach der Formel (7) für den Fehler bei dem von uns auseinander- 
gesetzten Integrationsverfahren: 
h’K 
7 ‘ Mix—x T 
/ / (e xo 1) ee te a 
ITMSN 


Damit ist die gesuchte Fehlerabschätzung geleistet. Vorausgesetzt ist dabei, daß die Rechnung 
mit so vielen Stellen durchgeführt wird, daß Abrundungsfehler gegenüber den erörterten 
Fehlern nicht ins Gewicht fallen. 

Von den Größen, die in der Fehlerformel (47) auftreten, bedarf allenfalls X, noch einer 
Krörterung, während über die Bestimmung der Lipschitzkonstanten M schon früher das Nötige 
gesagt worden ist. Um X, zu ermitteln, muß die 4. totale Ableitung von f(x, 7 (#))= F (x) 
betrachtet werden. Zur Verdeutlichung schreiben wir die 1. totale Ableitung dieser Funktion hin: 

dF of dfdy Bf, of - | 
m a. 03 de dx "= my a) a | 
Nun ist allerdings 7 erst für die ausgezeichneten Argumente x; = x,-+ih bekannt. Zwischen- 
werte von 7 sind, streng genommen, gemäß (40) zu bestimmen, also durch Integration der 
mit 77; bekannten Interpolationspolynome F(#). Zur rohen Abschätzung von 9 dürfte meist 
eine direkte Interpolation der 7 genügen. Wenn die 4. Ableitung von F nieht mehr stetig 


|  _ A 
Ist, so hat man natürlich 54 als absolute Schranke der 4. dividierten Differenz zu definieren. 
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Die Übertragung dieser Fehlerabsechätzung auf andere Inteerationsverfahren. die mit 
terativer Verbesserung mittels angenäherter (Juadratur arbeiten, ist leicht. Offensichtlich ist 
es für die Fehlerabschätzung unwesentlich, ob man die ersten Näherungen, wie oben, nach 
dem ursprünglichen Adamsschen Verfahren gewinnt oder irgendwie anders. 


s 3. Fehlerabschätzung in Abschnitten. Anwendung auf das ursprüngliche Adamssche 
Verfahren. Oft ıst es zweckmäßig, die Fehlerabsehätzung nicht auf einmal für den gesamten 
Näherungsbereich vorzunehmen, sondern in einzelnen Abschnitten. Häufige wird man nämlich 
den Arzumentschritt »" ım Verlauf der Reehnunge ändern, man vergleiche etwa dazu die 
verschiedenen Schranken für # beim Anfang und im weiteren Verlauf des Verfahrens, wie 
sie in 8 5 (37) (25) gegeben wurden. Außerdem wird man auch deshalb, weil man nicht 
überflüssig große Werte von M bzw. K, für den ganzen Bereich ansetzen möchte, den Bereich 
für die Fehlerabschätzung gegebenenfalls unterteilen. 

Diese Fehlerabsehätzung in Abschnitten läßt sich nun sofort mit Hilfe der allgemeinen 
Abschätzungsformel $ 2 (11) erledigen. & ıst die Fehlerschranke aus dem vorhergehenden 
Absehnitt der Fehlersehätzung, während e wieder dureh den in $ 4 erörterten Interpolations- 
[»hler in dem betreffenden Abschnitt gegeben ist. 

Als Anwendung führen wir die Fehlerabschätzung bei dem ursprünglichen Adams- 
schen Verfahren dureh. Dies Verfahren wird, wie wir sehon in $ 2 (16) bemerkten, durch 
die Rekursionsformel 


pF+ 5 | "F+H—VlF (49) 


528 2 N 


u) 


beschrieben, wobei n 23 ist. Die Ausgangswerte %,, Js, Y, mögen irgendwie beschafft sein 
und die absolute Fehlerschranke ö haben. Wie früher (vel. $ 4) ist von === .r, ab: 


dıy i ä 
ar Ted) HI) een. (0) 

md 
>» (a) = f(x, y(&)) — Fa, yla))= Fl) BE et Te 


wo 7 stückweise dureh Approximationspolynome 3. Grades von F(r) dargestellt ist. F (x) 
ist jetzt aber zur Extrapolation benutzt. Der Extrapolationsfehler ist 


EN Er 2 — rs) au HE wu IE — Ku er e 
"(x (2): 
\ L! \da')x 


(2), 
wo 2 ein Zwischenwert zwischen . (@, > .# > %,+,) und den vier zur Approximation benutzten 
Argumenten 5 Ay nos nos Ist. Wir setzen 2 = .r,+uh, wobei u zwischen O0 und | 


 wn—g 7 
veränderlieh ist. Das Polynom in (52): 


:— 2.) u) — 8 ‚(2 —- z2)=h’u+3)(u+-2)(u+l)u . .. (99) 


hat für 0° u | «lie absolute Schranke 24h’. Deshalb ıst 


) F (x) — F (x) I m” 
wenn wiederum 
d"F(x) "fir, yle)) 
N, BE 47) 
da? d.r? 4 ( } 
ist. Also ergibt sich nach (11) als Fehlersehranke beim ursprünglichen Adamsschen Ver- 


fahren, das von .r, ab einsetzt: 


2 "KR, 
} WM \ x ı ı ‚4 - ‘x I) 6 
7 „ ( 3 (€ 3 ; ; ; ; ; : (U), 
' WM Ay] Ä 
N, ist unter Benutzung des gesamten Integrationsbereiches .*,....r zu bestimmen, während 
für M nur der Bereich .,....r zu berücksichtigen ist. 


Die am Schluß "des $ I angedeutete Verfeinerung (6a) der Abschätzung heße sich ın 
diesem Falle besonders einfach durchführen. Als Ergebnis erhielte man die verbesserte 
Fehlerschranke: 


h BLUK, 


} / 3 (el x Y3 Er; 5 ’ : R (ba). 


SO 
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KLEINE MITTEILUNGEN 


Ableitung der Verzerrungskomponen- 
ten und der Gleichgewichtsbedingungen 
für Zylinder- und Polar-Koordinaten. Sin. 
G,.&,. &, drei Einheitsvektoren in den Achsenrich 
tungen eines rechtwinkligen Parallelkoordinaten- 
systems, und ist WB = x&, +r&,+ w6&, der Vektor 
der elastischen Verschiebung, so erhalten wir dureh 
Differentiation nach x. y und 2 


0 JS 7; ß 0% G 0 WW 
y y + 
1 2 } 
Or Ö.u Or 04 
N JE N N N 
( S Gum OR O0 U 
+ \ 
OY 07, oy ° 04 
ON OU... dv... ÖW .. 
ERST ERETM 
Ö2 Te a a 7 


Die neun Koeffizienten «der rechten Seite geben uns 
die Verzerrungsgrößen: In der Hauptdiagonalen 
stehen «die Dehnungen, die Summe der zur Haupt 
diagonalen symmetrischen Größen sind die Winkel 
änderungen. 

Um «die Verzerrungsgrößben für krummlinige 
Koordinaten zu bekommen. «drücken wir diesen 
Sachverhalt folgendermaßen aus: Es seien an jedem 
Punkte drei zueinander senkrechte Vektoren t,. ta. t; 
eereben. und der Verschiebungsvektor sei 


U ul, "V’Ylı, TrWL;; 


„.v.w sind also jetzt die Komponenten der Ver- 
schiebung in Riehtung von t,. t.. tz. Differenzieren 
wir jetzt B nach den Längenelementen ds,. d sa. ds, 
in den drei Richtungen von t,. t, t,. wobei zu 
beachten ist, dab t,. ta. t,. jetzt mit zu differenzieren 
sind. so erhalten wir in den neun Koeffizienten von 
t,. t,. t, auf der rechten Seite genau wie oben die 
Verzerrungsgrößen; in der Hauptdiagonalen stehen 
die Dehnungen: die drei Winkeländerungen erhalten 
wir durch paarweise Addition der zur Haupt: 
diagonalen symmetrisch stehenden Größen. 


Zylinderkoordinaten. Haben wir Zylinder 
koordinaten 7, d, 2, so legen wir an jedem Punkte 
die drei Vektoren t,.t.t, in die Richtungen, in 
denen r, d und z wachsen, d.h. radial. tangential 
und axial. Die Differentialquotienten von t,. t,. tz 
sind dann null bis auf 


OÖ l, t 0 L. t 
EV, . 0% > 


Differenzieren wir den Verschiebungsvektor 
U u t, -. t, + w L., 


nach den drei Längzenelementen 


d $; Ir dl s,=r d». dd 8, az, 
so erhalten wir 
oa OH Or Ou 
t — 
0) dr " or Or 
19% Ion e\ 10: 7 Io 
— | It, -+-[ t ni 
"00 r OU r r 0% a Ai ou 
RL AT, f 0% Oo w t 
- T In T 20° 
02 2 ' ö2 Be © ji 


Rechts stehen als Koeffizienten von t,. t,. t, in der 
Hauptdiagonalen die Dehnungen 


\eldition der dazu symmetrisch stehenden Größen 
eibt die Winkeländerungzen 


0 Iou N Io 0, 
/ ’ N 1 { ’ 
07 r ou ] ro» Ri) 
O4 u 
’ O 0} 
Polarkoordinaten. Ks sei r der Radius. 


; die geographische Länge. 9 die geographische 
Breite. Wir legen die Einheitsvektoren t,. t,. ft, in 
die Riehtungen, in denen r, 4 und g wachsen und 
drücken sie dureh die festen Einheitsvektoren &,. 
G,,&, eines rechtwinkligen Koordinatensystems aus 


y cos Acosg 6, sinzcos g &, + sing W,. 
l., sinzW, vos /ı E,, 
L., EO> sin ‘7 &, sin )sin Y G., + COS gG £.; 


Dann erhalten wir dureh Differentiation 


\ N 
t 0 TL, 
ae (. s (). 
0} Or 
ot, f Of 
> GO a; COS ( Sıll ( 
Ö,/ ie, 0 / r” ’ 
Öt, Ol, 
t : () 
og 0g 
Ol 
(), 
07 
Oft, 
= sıny ts. 
2; ls 
Ol, 
- l,. 
0g 


Die Differentiation des Verschiebungsvektors 
But, rt, + wt, 


nach den Längenelementen 


dl 5; d ;. ds,= TCOSY d /. nr d Sy 


rdg 


in Richtung von t,,t.. t, ergibt dann 


) YS Ri) Z ’ O / Q „H 
kı l, t 
Or O7 0} 07 
| 08 | yon 
‚ —_ "COSY | t, 
rCOSPO/ reosqp \N\O 4 
N 
0 r 
+ Sy DS ( 
5 PMCOSg / sinp)t, 
E = ing)t \ 
- "Sg 31» 
0/ ] 
10% 10u W 10 
N | N i |t, rw ä N l, 
vg r0g RE 1709 
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Daraus ereeben sieh ohne weiteres die Dehnungen 


On l Or H 1° 
i &,; u icq 
N / veeo)> ‘ N /. / r 
| 0 [Z [Z1 
N 
/ eg / 


und «die Winkeländerunzen 


% / | Q HH / 
07 "COST O/ ] 
1 ou ] 04 0 tegy 
\ u | 
TCOSsp 0/ r0og ] 
Idou 7 U 
4 
r og 0 } 


Die Differentiationsformeln der Vektoren t,. tt; 
liefern auch die Bedingungen für die am Volum- 
element angreifenden Spannungen und äußeren 
Kräfte. welche letzteren wir pro Volumeinheit mit 


= P,1t; Pst,+P:t, 


bezeiehnen wollen. 


Ayvlinderkoordinaten. Wir betrachten ein 


Volumelement. das von sechs Flächen r== eonst. 
) const. 2 eonst und r+ dr const. # — du 
const. 2 dz eonst begrenzt wird. Fassen 


wir die Spannungen zu den Spannungsvektoren 


f=0o,t, +7,91, + 7, t, für die Flächen r =const, 
t, Ta, lır ol, t -t, für die Flächen % const. 
[, L-, l, - + I. > @ t., für die Flächen < CONSE 


zusammen, so wirken auf die Begrenzungstlächen 


des Volumelementes die Kräfte 
IrE 
# rdoad: hzw. Ir f, 'd r\d v»d:z. 
or 
Of, 
(.drdz bzw. I(f, N y dö)\drdz. 
‚ s Ö Mi \ ( 
f,rdödr bzw. If, — dzjrdrdd. 
02 


\ußerdlem wirkt die Volumkraft 


Pt, + P.t. 


1} 


Summe 
Kürzung dureh 


Im Gleieheewiehtsfalle verschwindet die 
hräfte. Das ereibt nach 
das Volumelement dr-rdW-d 2 


«lieser 


ar, 1a, dh; 
. | IS ) 
02 0% Ö 
bzw. 
Or n N T ’ ÖT, | t t 
t t Ort, +8r3 Fi 
O ) ı Ö } A, ) / - / 
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Polarkoordinaten. Sindr,/,g Radius. Länge 
und Breite in räumlichen Polarkoordinaten, so hat 
das Volumelement die Kanten dr,r cosypdi,rdg. 
Es wirken dann (Bezeichnungen analog wie oben) 
auf die Flächen desselben die Kräfte 


fj r? cos Y did y 


|| ?% 5 \ 
bzw. If, r? Fr drjcosydidy 
BE. , 
rdygdr bzw. (If, ‚:dı)\rdydr, 
F 0A 


f,rcosydrdı 


N i s . 
(f COS g m (L, ( OS gy) 
3 h udn 


bzw. | 


E dy)rdrdä. 


Außerdem wirke die Volumkraft 


S=P,t,+ P;ts+Poyt;. 

Die Gleichgewichtsbedingung. daß die Summe aller 
Kräfte verschwindet. liefert nach Kürzung durch 
das Volumelement die Gleichung 


1 o(f,r?) | Of, 1 0 (f, cos g 


4 - +=0. 


r® 0) rCOsg DW, FCOSg OÖ 4 

Setzt man f, =0,t, + Tr;t2—+- Trpt, usw. ein und 
führt die Differentiationen aus. indem man die oben 
abgeleiteten Formeln für die Differentialquotienten 
von t,. tt». t, benutzt. so erhält man 


(99: l Ofr; l PART, 
| | 
Or TCosy 0% r 09 j 
) 
- (6, t, tr; t,—+ Iry L,). 
/ 
dr; 1 090; l OrTjy 
” + l, 
Or rcosgq 04 r op) 
l J 
\T;r COS gt, 
rCosg ; 
0, | cosyL,r sin yt;) T;y sin gier. 
‘O Tyor | | Ö Tg} 1 Ö Oy 
+ + 
Or !Cosy 0% ro 4 
ig ( 


/ I 
r (Tyrt, + Tyits-+ oyl,) 


oder nach Zerlegung in die Komponentengleichungen 


No l 


OT} ) | OÖ 'ry 20, O, Od 


4 
or rcosy 04 r 09 r 


Tyrteg 





BE. Trefftz + 756 











Band 18, Heft I 
Februar 1938 


über die Anzahl der Eigenwerte, die 
man bei Anwendung des Ritzschen Ver- 
fahrens auf die Scherknickung quadra- 
tischer Platten erhält. Bei (der gemeinsam 
mit Trefftz durchgeführten Berechnung der Ei- 
venwerte einer auf Scherknickung beanspruchten 
quadratischen Platte!) stellte sich heraus, dab das 
Ritzsche Verfahren die gleiche Anzahl, nämlich 16. 
von Näherungswerten lieferte. ganz gleichgültig. 
ob die Indizes der im Ansatz auftretenden Koeffi- 


zienten bis vier oder bis fünf liefen. Dieser Um: 
stand gab den Anlaß zu nachfolgender Unter- 


suchung, die den Satz ergibt: 


Wäßtman bei derBerecehnung der KEigen- 
werte der Scherkniekung einer quadra- 
tischen Platte mittelsdesRitzschen Ver- 
fahrens die Indizes der Koeffizienten 
des Ansatzes von 1 bis 2n oder bis 
>2n-+1 laufen. so ergeben sich in beiden 
"ällen Näherungen für 2x? positive und 
>2n? negative Eirenwerte, die dem ab- 
soluten Betrage nach paarweise gleich 
sind. 


Die Näherungswerte ergeben sieh «dureh XNull- 
setzen der Determinante des Gleichungssvstems (15) 
jener Arbeit 


16 1 . . hkuv 
Ch I; ze 9’ a 9.9 \ \ = ; r = Cuv, 
n?(h?—-k?)? (u? — I?) (v?— k?) 
SE 
4 hi ' 
„.. „ngera e). 


Diese Determinante spaltet sich, wie dort gezeigt 
wurde, in zwei Teildeterminanten auf, deren eine 
nur die Faktoren von ce enthält. deren Indexsumme 
eerade, während die andere nur Faktoren soleher € 
enthält, für die diese Summe ungerade ist. Denkt 
man sıch die in jener Arbeit auf Seite 343 hin- 
eeschriebene Determinante verallgemeinert, so stellt 
man leicht durch Abzählen der letzten Reihen. die 
mit einem z-Glied in der ersten Spalte beginnen 
und für die A sowohl wie k einen geraden Wert 
haben. fest. daß diese Determinante sowohl im 
Falle 2n wie 2n + 1 eine Gleichung in .r? höchstens 
vom Grade n? liefert: denn wenn man die für beide 
Indizes inFrage kommenden geraden Zahlen zuzweien 
ordnet. erhält man n? Zuordnungen. Diese Deter- 
minante kann also höchstens Näherungen für »? 
positive und ebensoviel negative Eigenwerte liefern. 
Durch eine entsprechende Abzählung der letzten 
mit x berinnenden Reihen der zweiten Determinante 
(Seite 344). in der die Ah gerade und die Ak un- 
gerade sind, findet man, daß diese im Fall 2n eben- 
falls höchstens Näherungen für »? Eigenwerte gibt. 
Im Falle 2» +1 könnte sich eine Gleichung vom 
Grade n(n-—-1) ergeben (Zahl der Zuordnung von 
n—+-1 ungeraden zu n geraden Zahlen). Es läßt 
sich aber zeigen, daß man in diesem Falle eben- 
falls höchstens eine solche vom Grade n? erhalten 
kann. 


Ist y eine gerade Zahl, so lassen sich jedesmal 
die n--1 Reihen mit gleichem A=g so ordnen, 
daß. wenn man sie der Reihe nach mit «a. B.y. 6... .. 
/ und 1 multipliziert und die in jeder Spalte stehen- 
den Glieder addiert, man bis auf einen konstanten 
Faktor 


!) Trefftz-Willers: ZAMM 16 (1936), 336 bis 344. 


Kleine Mitteilungen 


wo für u. vr, w 


sämtliche das .r 


33 


u v v £ v 
— |@-, „+3D =D y-———— 
"gi #w— 1° v ” v” )" 
> | v 
zn / : 
v? (2n 1) 
) | v 
Zn 
N (?n 1)? 


erhält. wo in den ersten n 


+ 1 Spalten v den Wert 2, 
in dden nächsten den Wert 4 


usw., in den letzten 


n--1 den Wert 2n hat. während jedesmal « der 
Reihe nach die Werte 1.3.5...2n--1 annimmt. 
Man erhält also für die Klammer r verschiedene 
Werte. Setzt man diese gleich Null, erhält man 


sich die a.d.y.../ be- 
Koeftizientendeterminante 


Gleichungen, aus «denen 
rechnen lassen. Die 
dieser Gleichungen ist 


1 | | 

2? 1? 22 3° > In 1)? 
1 1 1 

| (2n)!4? 1? 1? 3° 4? >n 1)? 
1 1 | 

(2n)° 1? (2n)? 3° (>n)- (2n 1)? 


Durch Umformung ergibt sich hieraus 


‚Ic 


) (In)! 


1?) (g? h?\ 
II (ik? — w?) j 


die Werte aller ungeraden Zahlen 
von 1 bis 2n — 1 und für .g. h, % die aller geraden 
Zahlen von 2 bis 2n einzusetzen sind. Dabei mub 
v>e und g< hsein, während für Ak und v0 keine 
weiteren Beschränkungen gelten. Die Determinante 
ist also von Null verschieden. Damit ist gezeigt, 
daß. wenn man zu jeder (r-+-1)-ten Reihe einer 
Gruppe die der Reihe nach mit den berechneten 
Konstanten multiplizierten anderen rReihen addiert. 
enthaltenden Glieder dieser Reihen 
Null werden. Das gleiche gilt auch für die Spalten. 
Man kann also aus » Reihen und r Spalten, in denen 
die Unbekannte vorkommt. diese eliminieren. Genau 
so, wie in der links unten stehenden Teildeterminante 
kann man in der rechts obenstehenden mit den 
das z enthaltenden Gliedern verfahren. Die dureh 
diese Umformung sich ergebende Teildeterminanten 
stimmen mit denen, die man erhält, wenn man die 
Indizes nur bis 2 » laufen läßt, überein. Die zweite 
Determinante liefert also auch nur höchstens Nähe 
rungen für n? positive und x” negative Eigenwerte. 
Damit ist gezeigt, dab sich sowohl in dem Fall. 
wo die Indizes bis ?r. wie in dem. wo sie bis 
2n--1 laufen, höchstens Näherungen für 2 n? posi- 
tive und 2n? negative Eirenwerte erreben. 


ls läßt sich nun aber weiter zeiren, daß diese 
Zahl in beiden Fällen auch wirklich erreicht wird. 
Kine weitere Reduktion der die r-Glieder enthal- 
tenden Teildeterminante ist nämlich nicht mehr 
möglich, da die von den Faktoren der r gebildeten 
Determinanten von Null verschieden sind. Be- 
7 h' 


zeichnet man zur Abkürzung _, „mit |,g IR - 
y® "——ı 


- .. 


mit (A, v). so lautet z. B. in der zweiten Deter 
minante der Gleichungen. deren Koeffizienten eine 
unzerade Indexsumme haben. die Determinante der 
Koeffizienten der r-Glieder 


za 
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1.21 (2, 1 dr VEN 1.21 (2,2n 1) A 9 1.2n] (2,2 n | 
1.2] (4,1 1.31(4,3 1.2] (4,2n | LH... 1l,2n|(4.2n 1) 
1.21 9,3 1.21(2n 53 1.2!(2n2n 1 Ri rer 1.2n|(2n,2n | 
3.212, 1 ,21(2,3 .21(2,2n | ME N: 20 1 WERE .2n\l(2.2n 1) 
3.21(2n.1 EEE ui; .2I!(2n.2n 1 LEERE „air 3.2n\(2n2n | 
’n 1,2|(2.1)12n ı1.2112.8 In 1.21(2,2n 1 ’n 1,.4| (2,1 In 1.2 nlı(2.2n ) 
In 1.2\(2n.1)i2n 1.212 n3 > 1.2|(2n.2n I)i2n 1.4\(2n,1)..|2n l.2nl(2n.2n | 
\us dieser ergibt sich dureh Umformung 
EB 1.4 1.21” (2.1) 2.9 3 2n 1)” 
.2 Eur ode .2n (4,1 DE a 5 ee a (4,2n I) 
’n 1,2112 1,4 >In 1l.2n 2 n.1)(2n.3 2n.n | 
BE Bear er 2. 28 I) =" 
pn Br rer 1.2n | 
ER-ITENEN  aa (2n.2n | 
Das ist aber bis auf von Null verschiedene Fak- die Indizes bis 2n oder bis 2r—-1 laufen, immer 
toren die Determinante A. von der oben gezeigt für 2»? positive und für ebensoviel negative Eigen- 


werte Näherungen, die dem absoluten Betrage nach 
Die Genauigkeit der Nähe- 


Kine 
im 


verschieden ist. 
sich auch 


von Null 
Determinante ergibt 


sie 


wurde. dab 


eleichgeformte paarweise gleich sind. 


ersten Fall. wo die Indexsumme der Koeftizienten rungen ist natürlich im zweiten Fall größer als im 
verade ist. Damit ist also nachgewiesen, daß der ersten. so dab es durchaus Zweck hatte. in jener 
(ira der sich aus «der Determinante ergebenden Arbeit nieht bis zum Index 4, sondern bis 5 zu 
(Gleichungen für .r? in beiden Fällen tatsächlich eehen. 

n® ist. Man erhält also in beiden Fällen. ob nun Dresilen. Fr. A. Willers 77 
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Das Fernrohr 


Dieses vielseitige und interessante Instrument, dessen Anwendungsbereich 
sich heute vor “lem durch die militärischen Aufgaben sehr hat, 
wird behandelt in der Schrift „Das Fernrohr”, von C. Münster. 


Obwohl der Aufbau des Fernrohres im Grunde sehr einfach ist, stößt 





ein wirkliches Verständnis seiner Wirl Bise auf große Schwierigkeiten, 
die besonders auf den Eigentüml: der Strahlenoptik, lem 
Zusammenwirken von Instrument und 2 und der Vielfalt mönlichen 


Ausführungsformen beruhen. 

Der Verfasser hat sich daher die Aufgabe zunt stellt, - Acer cl Form die 
Voraussetzungen für ein wirkliches Verstän Fernrohre und Ber 
Überblick über die Leistungen des modernen en zu gebe 
Dazu war es nötig, zunächst die Eigenschaften der optischen Abb Idung 


darzulegen; hi | wurden auch die is Bildfehler und die Wege zu ihrer 
Behebun berücksichti . Mit den so gegebenen Hilfsmitteln wird dann 
der grundsätzliche . der Fernrohre und die verschiedenen wer 
führungen der Objektive und Okulare gezeigt, ee 

(u. a. astronomische Fernrohre, Zielfernrohre, Sehroh samen 
dienen zur Erläuterung und "geben einen Einblick in die vi itigkeit 
der Anwendung. 


Da eine ähnliche a bisher fehlte, wird dos Heft sicher allen 
willkommen sein, die Fernrohre benötigen oder . berühmten Instru- 
mente als solche kennen und verstehen lernen 


Das Fernrohr. Von C. Münster. ern Tape 1. 9. Jahrgan s in der 
Schriftenreihe „Deutsches Museum, Abha te‘,) DINA5, 
34 Seiten mit u Abbildungen. 1937. s iert RM 0,90. 
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